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Grundlinien einer Theorie der Farbenmetrik 
im Tagessehen; 


von Erwin Schrödinger. 
(I. Mitteilung.) 


Inhalt. 
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des Teilgebietes der niederen Metrik. — Der Farbenmetrik I. Teil: 
Niedere Farbenmetrik oder Affinität der Farbe, § 1. Begriff 
der Farbe und des Lichtes. — $2. Addition von Lichtern und Farben, 
— § 3. Multiplikation mit einer Zahl. — § 4. Die Dimensionstat- 
sache. — $ 5. Die Abbildung auf ein Vektorbüschel. $ 6. Der 
Spektralkegel. Begrenzung des reellen Farbenraumes und Orien- | 
tierung in ihm. — $ 7. Theoretische Koordinatenbestimmung. — 
$8. Wechsel der Eichfarben oder des Koordinatensystems. — 
$ 9. Irreelle Eichfarben. Die Young-Helmholtzsche Theorie. — 
$ 10. Beziehung zwischen Dichromaten und Trichromaten, Der 
Farbenmetrik I]. Teil: Höhere Farbenmetrik (Eigentliche 
Metrik der Farbe). § 1. Notwendigkeit, über die niedere Metrik 
hinauszugehen. — $ 2. Maß der Verschiedenheit. Das Linienelement 
des Farbenraumes. — $ 3. Begriff der Helligkeit. — $ 4. Spezieller 
Ansatz für das Linienelement. — $ 5. Farbunterschiedsem pfindlich- 
keit im Spektrum. — $ 6. Die Farbscleibenversuche von Helm. 
holtz, welche der Helligkeitsadditivität zu widersprechen scheinen, 
— § 7. Die Geodätischen. Das Maß endlicher Verschiedenheit, 
Heterochrome Photometrie. — $ 8. Diskussion des Verlaufs der geo- 
dätischen Linien im a-Raum. — $9. Spezielle Fälle. Die Farbton- 
änderung beim Zumischen von Weiß. $ 10. Das Bezold-Brücke- 


sche Phänomen. Ausblicke auf eine — Verbesserung des 

Linienelements. 


Den Anlaß zur Zusammenstellung des hier mitgeteilten 
Entwurfes einer Farbenmetrik bildeten für den Verfasser die 
Gedanken über den Begriff der Helligkeit, die in den §§ 8—7 
des II. Teils enthalten sind. Die Fragen, um die es sich da _ 
handelt, sind diese: läßt sich einer konkret, d.h. durch ein 
bestimmtes Lichtgemisch, gegebenen Farbe eine Zahl als ihre 
Helligkeit zuordnen derart, daß | sich auch von Lichtern ail 


Annalen der Physik. IV. Folge. 63. 27 


| | | 
1 


E. Schrödinger. 


schiedener Reizart!) angeben läßt, ob sie gleichhell sind oder 
nicht? Wie ist die Definition für gleiche Helligkeit experi- 
mentell zu stellen? Was ergibt sich nach richtig gestellter 
Definition empirisch für die Helligkeit als Funktion der drei 
Kichwerte oder der drei Grundempfindungsvalenzen oder 
irgendwelcher anderer drei Größen, durch welche eine Farbe 
eindeutig festgelegt wird ? 

Von diesen drei Fragen glaube ich das rationelle Kriterium 
für die Beantwortung der ersten (‚gibt es eine heterochrome 
Helligkeit?) hier zum ersten Male klar formuliert und damit 
auch den inneren Grund aufgefunden zu haben für die große 
Uneinigkeit der Forscher in diesem Punkt. Ob die Definition 
der Helligkeitsgleichheit grundsätzlich möglich ist oder nicht, 
hängt nämlich davon ab: ob ein gewisser Pfaffscher Diffe- 
renzialausdruck in drei Differenzialen mit experimentell zu er- 
mittelnden Koeffizienten einen integrierenden Faktor besitzt 
oder nieht. Nur wenn das der Fall ist, lassen sich die „‚gleich- 
hellen Flächenelemente“ der Farbenmannigfaltigkeit zu Inte- 
gralflächen gleicher Helligkeit zusammensetzen. 

Unter der Annahme, daß die experimentell ermittelten 
Funktionen eine Integration zulassen werden, ergibt sich dann 
sogleich eine Helligkeitsdefinition, an der, wie immer künftige 
Experimente ausfallen mögen, nichts mehr zu ändern sein wird. 

Anders steht es mit der dritten Frage: nach der speziellen 
Funktion der Farbkoordinaten, die als Helligkeit anzusprechen 
ist. Hier habe ich den Gedanken durchgeführt und dem 
übrigen System unserer Farberfahrung einzugliedern versucht, 
daß die Helligkeit eine lineare Funktion der Grundvalenzen ist 
und sich bei Mischungen von Liehtern streng additiv verhält. 
Ein ausgedehntes Beobachtungsmaterial spricht dafür, daß 
dies wenigstens mit großer Annäherung zutrifft; darum hielt 
ich es für wertvoll. zu zeigen, daß diese Auffassung sich durch- 
führen läßt, ohne auf Grund unserer allgemeinen Helligkeits- 
definition mit anderen Erfahrungen in groben Konflikt zu 
geraten was bisher nicht feststand. Daß die Additivität im 
Strenge zutrifft, glaube ich aber kaum, weil vereinzelte, aber 
sehr bestimmte Wahrnehmungen auf Abweichungen deuten. 


1) Als Lichter gleicher Reizart bezeichne ich mit von Kries 
solche, welche durch bloße Änderung der objektiven Intensität des 
einen Lichtes ununterscheidbar gemacht werden können. 
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Der spezielle Ansatz für das Limenelement des Farbenraumes 
und die daraus folgende spezielle Hellıgkeitsfunktion ist also 
sicher nur als Näherung anzusehen, die der weiteren Ver- 
besserung durch künftige Experimente harrt. 


problems hervortreten zu lassen, erwies es sich als nötig, ihren 
Platz in dem umfassenderen Gebäude der Farbenmetrik auf- 
zuzeigen, wie es sich dem Verfasser im Laufe der Beschäftigung. 
mit diesen und ähnlichen Fragen allmählich dargestellt hat. 
Es stellte sich heraus, daß alle messenden Versuche mit Farben 
in zwei grundsätzlich getrennte Gruppen zerfallen, je nachdem 
dabei als Kriterium für die Einstellung am Apparat ausschließ- — 
lich die völlige Gleichheit (Ununterscheidbarkeit) zweier an- 
einander grenzender Farbenfelder benützt wird oder noch andere 
Kriterien (Ebenunterscheidbarkeit, größte Ähnliehkeit, eventuell 
stärkster Kontrast). Die Messungsresultate erster Art bilden 
ein in sich geschlossenes einheitliches System, dessen überaus 
einfache Gesetzmäßigkeiten seit Grassmann formal, seit 
König auch material bekannt sind. Ich glaube das System 
dieser Gesetzmäßigkeiten gewöhnlich Gesetze der Licht- 
mischung genannt passend als niedere Farbenmetrik zu 
unterscheiden von den sehr viel verwickelteren und sehr viel 
weniger gut bekannten (Gesetzen der höheren Farbenmetrik, 


Ich halte die strenge Scheidung zwischen diesen beiden 
(iebieten abgesehen von ihrer sogleich zu berührenden 
theoretischen Bedeutung — deshalb für außerordentlich wichtig, 
weil sonst die vielen begrifflichen Unklarheiten und experi- | 
mentellen Unsicherheiten, denen wir in der höheren. Farben- 
metrik auf Schritt und Tritt begegnen, beständig auch in das 
(iebiet der niederen einzudringen und hier Verwirrung anzu- 
riehten drohen, während: letztere in Wahrheit fest und sicher 
in sich selbst ruht und von jenen Schwierigkeiten in keiner 
Weise tangiert wird. 

Der tiefere Grund für diese Abgeschlossenheit und Un- 
berührbarkeit ist ein sehr einfacher. Er ist dem völlig analog, 
warum z. B. ein Geometer, der ausschließlich die projektiven 
kigenschaften ebener oder räumlicher Figuren zu studieren 
unternimmt, sich über das Parallelenaxiom des Kuklides nicht 
den Kopf zu zerbrechen und nicht zu wissen braucht, was 
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ein rechter Winkel und was die Länge einer Strecke ist. Es 
stellt sich nämlich heraus, daß die niedere Farbenmetrik sich 
vollkommen deckt mit der affinen Geometrie des die Mannig- 
faltigkeit der Farben in bekannter Weise darstellenden Vektor- 
büschels, oder auch, in der geläufigeren Ebenendarstellung, sich 
im wesentlichen deckt mit der projektiven Geometrie der Farben- 


ebene. Die höhere Farbenmetrik dagegen stellt sich — einem 
Grundgedanken von Helmholtz!) folgend — dar, als die 


eigentliche metrische Geometrie jenes als Farbenraum auf- 
gefaBten Vektorbüschels, und zwar als eine Metrik in jenem 
allgemeinsten, von Riemann begründeten Sinne, deren Linien- 
element nicht das euklidische ist, sondern variable erst experi- 
mentell zu bestimmende Koeffizienten hat. (In der ebenen 
Darstellung läßt sich die Bedeutung der höheren Farbenmetrik 
nicht so einfach beschreiben, weil hier die dritte Koordinate 
dureh die unanschauliche Massenzahl ersetzt ist.) 

Das Helligkeitsproblem hat, wie man sogleich erkennt und 
im folgenden eingehend dargelegt finden wird, seinen Platz in 
der höheren Farbenmetrik. Im Gebiete der reinen Farben- 
gleichungen ist das Verhältnis des „Gleichhellseins“ zweier 
Felder von verschiedenem Farbton so unbekannt und über- 
flüssig, wie in der projektiven Geometrie das Verhältnis des 
„Gleichlangseins“ zweier Strecken oder des Aufeinandersenk- 
reehtstehens zweier Geraden. Ich halte es darum auch für 
grundsätzlich verfehlt, wenn man, wie Abney?) es tut, Farben- 
gleichungen und Helligkeitsgleichungen von Haus aus theo- 
retisch und experimentell verquiekt durch die Bestimmung, 
daß die Grundfarben in Einheiten gleicher Helligkeit gemessen 
werden sollen. Die Entscheidung, ob das überhaupt möglich 
ist, fällt erst auf einer weit vorgerückten Stufe der höheren 
Metrik. und, ob es zweckmäßig ist, hängt davon ab, ob eine 


I) H. v. Helmholtz, Versuch einer erweiterten Anwendung 
des Fechnerschen Gesetzes im Farbensystem, Zeitschr. f. Psych. 
u. Phys. d. Sinnesorg. 2. 8.1. 1891; Versuch, das psychophysische 
Gesetz auf die Farbenunterschiede trichromatischer Augen anzuwenden; 
ibid, 8. S. 1 u, 517, 1891; Kürzeste Linien im Farbensystem, Sitzungs- 
berichte d. Berliner Akad. 17. Dez. 1891, S. 1071. Siehe auch die 
betreffenden Abschnitte des Handbuches der physiolog. Optik (2. Aufl.). 

2) W. Abney, Phil. Trans, A. 205. S. 333. 1906; Proc. Roy. 
Soc, A. 88. 8.462. 1910; 84. 8.449. 1910; 86. S.42. 191]; 87. 
S. 326. 1912. 
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ganz bestimmte spezielle Helligkeitsfunktion sich experimentell 
bewährt — nämlich eine Linearfunktion der Grundvalenzen. 
Jeder experimentelle Widerspruch oder theoretische Einwand 
gegen diese ganz spezielle Annahme läßt dann — scheinbar — 
das ganze Gebäude in seinen Grundvesten erzittern. 

Die Brücke zwischen den beiden Gebieten wird geschlagen 
durch die Theorie der Grundempfindungen. Diese sollen schon 
in der niederen Metrik ihre Bedeutung haben als die Fehl- 
farben der Dichromaten und sind bekanntlich von König!) 

durchwegs aus Farbengleichungen! — bestimmt worden. 
Anderseits wird man erwarten dürfen, daß das Linienelement 
der höheren Metrik eine besonders einfache Gestalt erhält, 
wenn man die Grundempfindungen als Variable wählt. In 
dieser Erwartung sah sich Helmholtz getäuscht: Er mußte 
andere Grundempfindungspunkte in der Farbenebene ad hoc 
annehmen, um mit seinem, dem Weber-Feehnerschen Ge- 
setz nachgebildeten Linienelement Anschluß an die Erfahrung 
(Farbunterschiedsschwellen von König und Brodhun) zu 
finden und mußte demgemäß sehr viel kompliziertere Annahmen 
machen über die Natur der diehromatischen Farbenblindheit.?) 

Dies und ein Rechenfehler bei Helmholtz, dessen Auf- 
deckung den Anschluß an die Erfahrung noch verschlechtert, 
ist wohl der Grund, warum sein geistvoller Gedanke einer 
Riemanngeometrie der Farbe keinen Anklang und, soviel mir 
bekannt, keine Fortführung gefunden hat. Sogar aus der 
neuesten Auflage des Helmholtzschen Handbuches der 
physiologischen Optik (bei Leopold Voß, Hamburg und Leipzig 
1909) sind die betreffenden Abschnitte gestrichen worden. 

Bei der ersten Beschäftigung mit jenen Helmboltzschen 
Arbeiten schien mir die Unstimmigkeit noch krasser, da ich 
erkannte was Helmholtz entgangen zu sein scheint - 
daß sein Linienelement eine Helligkeitsfunktion liefert, welche 
der Erfahrung ins Gesicht schlägt (Kubikwurzel aus dem 
Produkt der Grundempfindungsvalenzen); bis ich bemerkte, 
daß eine andere Form des Linienelementes möglich ist, die 

wenn auch sicher noch verbesserungsfähig doch schon 


1) A. König u. C. Dieterieci, Zeitschr. f, Psych, u. Phys. 
_d. Sinnesorgane, 4. S. 241ff. 1892. 
2) Vgl. die zweite der oben zitierten Arbeiten, 8. 15. 
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402 E. Schrödinger. 
in der einfachen, hier angenommenen Gestalt im wesentlichen 
Ordnung schafft und die störenden Widersprüche beseitigt. 

Daß wir im ersten, der niederen Farbenmetrik gewidineten 
Teil inhaltlich gegenüber Helmholtz und König nichts 
Neues bringen, ist selbstverständlich. Dennoch ließ sich m. E. 
eine vollständige und einheitliche Behandlung des ganzen Ge- 
bietes nieht wohl entbehren, denn mir ist keine Darstellung 
bekannt, auf die ich mich zur Fundierung der höheren Metrik 
hätte berufen können, keine Darstellung, die den rein pro- 
jektiven bzw. affinen Charakter dieser Gesetze so straff be- 
tont, wie es für unseren Zweek notwendig ist.!) 


Einleitung: Eigenart des Gebietes. Abscheidung des Teilgebietes 
u der niederen Metrik. 

Die Farbenmeßkunst kann als Teilgebiet ebensowohl der 
 Sinnesphysiologie wie der Experimentalphysik angesehen wer- 
Vorzüglich unter diesem letzteren Gesichtspunkt werden 
wir sie in dieser Abhandlung betrachten. 

Unter den Versuchsanordnungen der Experimentalphysik 
nehmen die, um die es sich hier handelt, eine ganz eigenartige, 
ich möchte sagen vom erkenntnistheoretischen Standpunkt 

ausgezeichnete Stellung ein. Bei allen übrigen physikalischen ' 
Messungen, mögen sie nun mit der Wage oder mit dem Galvano- 
meter, mit dem Thermometer oder mit dem Fernrohr aus- 
_ geführt werden, besteht die eigentliche Messung letzten Endes 
immer in der Feststellung von räumlich-zeitlichen Koinzidenzen : 
eines Zeigers, Lichtflecks, emer Quecksilberkuppe mit einem 
Skalenteil, eines Fadenkreuzbildes mit einem Skalenteilbild oder 


dem Bild eines Sternes oder häufig in der zeitlichen Ko- 
inzidenz zweier soleher räumlicher Koinzidenzen usw. Bei 


jeder Farbenmessung hingegen treten die Sinnesorgane des 
eh außer zu Feststellungen dieser Art auch noch 
mindestens zu einer Feststellung von ganz anderer Art in 
Tätigkeit. Im einfachsten Falle besteht sie darin, daß zwei 
 aneinandergrenzende farbige Felder in bezug auf ihre Farbe 
_ für ununterscheidbar erklärt werden und das für ganz be- 


2 1) Zur ersten Orientierung auf unserem Gebiet möchte ich am 
meisten die lichtvollen Ausführungen des Hrn. von Kries in W. Nagels 
: A Handbuch der Physiologie des Menschen III. 1 (Braunschweig, F. Vie- 
weg 1904) empfehlen. 
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stimmte Werte der übrigen an der Apparatur veränderlichen 
Parameter (Nikolstellungen, Blendenöffnungen, Kollimator- 
stellungen usw.); also Feststellung. daß die farbliche Ko- 
inzidenz mit gewissen Koinzidenzen der ersten Art koinzidiert. 

Das ausgezeichnete Verhältnis der beiden Farbfelder 
braucht aber nicht notwendig das der Ununterscheidbarkeit 
zu sein. Bei einer gewissen Gruppe von Messungen (Unter- 
schiedsschwellen) wird, umgekehrt, von einer Stellung völliger 
Gleichheit ausgegangen und ein physikalischer Parameter der 
Apparatur so lange variiert, bis die Felder eben unterscheidbar 
sind. Ferner kann es sein, daß beim Verändern eines Para- 
meters zwar nicht eine Stellung ’völliger Gleichheit der beiden 
Felder aufgefunden werden kann, wohl aber eine Stellung, die 
dadurch ausgezeichnet ist, daß in ihr (d.h. für diesen Para- 
meterwert) die beiden Felder weniger stark verschieden sind, 
als für alle voraufgehenden und nachfolgenden Parameteı werte. 
Ich nenne das mit Helmholtz eine Einstellung auf größte 
Ähnliehkeit und glaube, daß unter anderem alle direkten, 
heterochromen Helligkeitsvergleiche in diese Gruppe fallen. 
Endlich wäre auch noch das Umgekehrte denkbar, die Ein- 
stellung auf stärksten Kontrast, doch ist mir kein Fall be 
kannt, wo dieses Prinzip benutzt worden wäre. 

Ich bin der Meinung, daß mit den vier hier zunächst 
taxativ aufgeführten Fällen der Einstellung auf 

a) Gleichheit, 

b) Ungleichheit, 

e) größte Ähnlichkeit. 

d) größten Kontrast 
alle möglichen Fälle erschöpft sind. Ich glaube z. B.. daß man 
nach dem dritten Prinzip einstellt, wenn man etwa zu einer 
bestimmten Farbe eines lichtstärkeren Spektrums aus einem 
lichtschwächeren Spektrum die Farbe gleichen Farbtons aus- 
sucht; und nach demselben Prinzip, wenn man zwei etwas 
verschiedene Farbtöne gegeneinander photometriert, d.h. zu 
einer vorgegebenen Helligkeit des ersten aus einer Reihe ab- 
gestufter Helligkeiten des zweiten die gleichhelle Farbe aus- 
sucht. Ich glaube nicht, daß „spezifische“ Einstellungen mög- 
lich sind, wie die Ausdrucksweisen „gleicher Farbton“, „gleiche 
Helligkeit‘ andeuten. Dem widerspricht nicht, daß man z. B. 
im erstangeführten Fall aus dem lichtschwächeren Spektrum 
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einmal die gleichhelle, das andere Mal die Farbe gleichen Farb- 
tones aussuchen kann und dabei im allgemeinen auf verschie- 
dene Stellen des zweiten Spektrums stoßen wird. Denn es kann 
natürlich in einer linearen Farbreihe zwei (und mehr) Farben 
geben, die einer vorgegebenen ähnlicher sind, als ihre Nachbarn, 
so gut als eine Kurve auf einem endlichen Stück zwei (und 
mehr) Minima aufweisen kann. 

Logisch erweisen läßt sich diese Auffassung natürlich nicht. 
Solange man mit ihr auskommt, hat sie jeder anderen gegen- 
über den Vorzug der Einfachheit was nach dem herrschen- 
den Sprachgebrauch beinahe hinreichen sollte, um sie als die 
richtige zu bezeichnen. 

Obige vier Prinzipe für die Einstellung ausgezeichneten 
-arameterkombinationen an einer Apparatur auf Grund eines 
Farburteils lassen sich aus folgenden zwei fundamentalen, als 
schlechthin gegeben anzusehenden Fähigkeiten unserer sinn- 
lichen Urteilskraft ableiten: 


1. Wir sind imstande zu beurteilen, ob zwei angrenzende 
Farbfelder gleich oder ungleich sind. 

2. Nennen wir ein Paar angrenzender ungleicher Felder, 
die uns vorliegen, eine „Stufe“, so unterscheiden wir Stufen 
qualitativ nach ihrer Größe, derart, daß wir über zwei gleich- 
zeitig oder knapp nacheinander dargebotene (nicht zu große) 
Stufen urteilen, welche „größer“, welche ‚.kleiner“ ist. Zusatz: 
Diese Größer-Kleiner-Beziehung geniigt dem Axiom: Aus 


ASB, BSC folet ASC. 


Diese beiden Grundfähigkeiten unseres Farburteils halte 
ich für die einzigen, die für quantitative Messungen in Betracht 
kommen. Daß sie uns dazu befähigen, die Einstellung nach 
einem der vier genannten Prinzipe vorzunehmen, ist ohne 
weiteres klar, falls die vorgelegten Farbenfelder nur von einem 
einzigen variablen Parameter unserer Apparatur abhängen. Aus 
einer eindimensionalen Reihe von Stufen können wir natürlich 
die gleiche, die (bei einsinniger Durchlaufung) erste ungleiche. 
die (im Vergleich zu den Nachbarstufen) kleinste und die (in 
derselben Hinsicht) größte leicht herausfinden, wenn dergleichen 
in der vorgelegten Reihe vorkommt. Sind zwei oder mehr 

Parameter zu variieren, so ist die Aufgabe schwieriger, die 
_ Lösung viel weniger sicher. Schon bei zweien muß ein suk- 
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zessives Approximationsverfahren eingeschlagen werden, indenı 
z. B. zunächst der erste festgehalten, der zweite auf größte 
Ähnlichkeit eingestellt, dann der zweite in dieser Stellung be- 
lassen und der erste wieder auf größte Ähnlichkeit eingestellt 
wird usf., bis entweder Gleichheit oder die größte überhaupt 
erreichbare Ähnlichkeit hergestellt ist. 

In allen den Fällen, wo aut Gleichheit eingestellt wird, triti 
diese nieht wirklich für einen ausgezeichneten Parameterwert 
(oder Parameterkombination) auf, sondern für einen kleinen 
Parameterbereich. Dem verdankt das Prinzip b) seine Be- 
deutung, es kommt ins Spiel bei der Untersuchung der Größe 
dieses Bereiches. Auf gleichzeitige Variation mehrerer Yara- 
meter wird man sich dabei nicht einlassen können, vielmehr nu 
die Ausdehnung des Bereiches in Richtung jedes Parameters fii 
sich untersuchen. Übrigens gewinnt man ein zwar etwas anderes, 
aber wohl gleichwertiges Maß für seine Ausdehnung, indem man 
den. mittleren Fehler bei der Einstellung auf Gleiehheit be- 
stimmt. 

Wir müssen nun noch begründen, daß und in welchen 
Hinsicht wir einen so fundamentalen Unterschied setzen 
zwischen allen übrigen physikalischen Messungen, bei denen 
nur auf riumlich-zeitliche Koinzidenz, und den hier. betrach- 
teten, bei denen auf eine ausgezeichnete Farbbeziehung ein- 
gestellt wird. Dieser Unterschied springt in seiner vollen Be- 
deutung durchaus nieht in die Augen. Er liegt durchaus nicht 
in dem äußerlichen Hinzutreten des Farburteils — so wenig, 
daß wir sogar eine große Zahl von Untersuchungen, für die 
dies Merkmal zutrifft, aus der eigentlichen Farbenmetrik, als 
nur scheinbar dazugehörig, auszuschließen haben. 

Es sind das alle diejenigen, bei denen die als gleich be- 
urteilten Felder auch physikalisch von vollkommen der gleichen 
Beschaffenheit sind. Das Auge des Beobachters mit seinem 
Farburteil tritt dabei offenbar nur als bequemes und empfind- 
liches physikalisches Instrument, und zwar als Nullinstrument, 
auf und könnte durch viele andere Instrumente, z. B. ein 
Bolometer, eine Thermosäule ersetzt werden. Dadurch wäre 
auch dieser Teil der Messung auf die Feststellung räumlich- 
zeitlicher Koinzidenzen zurückgeführt, sie gehört somit ganz 
zu den Messungen der gewöhnlichen Art, es besteht kein funda- 


mentaler Unterschied, sondern nur ein 


. 
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Hierher gehören z. B. alle polaristrobometrisehen Mes- 
sungen, dann monochrome Photometrierungen, bei denen wirk- 
lich beide Lichter ganz dieselbe spektrale Zusammensetzung 
haben; daher insbesondere alle Arbeiten mit dem Spektro- 
photometer, z. B. die Bestimmung der Remissionsfunktion eines 
Pigmentes, der spektralen Zusammensetzung einer Lichtquelle 
im Vergleich mit einer Normallichtquelle usf. Alle diese Mes- 
sungen könnten auch von einem farbenblinden, ja bei ge- 
eigneter Anordnung von einem blinden Physiker durchgeführt 
werden, die Resultate würden ganz dieselben sein und für ihn 
eine wohldefinierte und zwar ganz dieselbe Bedeutung haben, 
wie für jedermann. 


Sonnenweiss 


bindres Weiss 


—_ bindres Gelb 
- Na. Gelb+Weiss 


le t 
A= 400 500 600 
Fig. 2. 


Ganz anders, wenn ich z. B. aus zwei komplementären 
- Spektrallichtern Weiß mische und dabei Sonnenlicht zum Ver- 
gleich benütze: oder wenn ich weißverdünntes Na-Gelb aus 
TI-Grüh und Li-Rot mische (sogenannte Rayleighgleichung). 
Die spektrale Zusammensetzung der beiden Felder ist in diesen 
Fällen eine ganz verschiedene, wie vorstehende Fig. 1 n. 2 
zeigen. Dennoch erscheinen sie, bei geeigneter Wahl der Inten- 
sitäten, dem Auge völlig ununterscheidbar. Das Auge läßt 
sich dabei durch kein Instrument ersetzen, so wenig, daß sogar 
das Auge eines anderen Beobachters die Dosierung der Lichter 
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etwas — in abnormalen Fällen sogar um vieles —- anders vor- 
nimmt und jeder Streit, wessen Einstellung besser oder richtiger 
sei, völlig müßig ist. Die beiden gleieherscheinenden Lichter 
sind, an und für sich genommen, etwas durchaus verschiedene, 
sie haben nichts miteinander zu schaffen, als nur, daß sie 
diesem Auge gleich erscheinen, das in seinem Farburteil in- 
appellabel und durch kein anderes Meßinstrument kontrollier- 
har oder ersetzbar ist. 

Diese ausschließliche Beziehung auf das Auge des Beob- 
achters findet für die drei weiteren, oben aufgestellten kolori- 
metrischen Prinzipe (Ungleichheit, größte Ähnlichkeit bzw. 
Kontrast) immer statt. Der Betrag, um welchen ich die In- 
tensitäten zweier übrigens ganz gleichbeschaffener Lichter ver- 
schieden wählen muß, damit das Auge den Unterschied eben 
noch erkennen kann, läßt sich natürlich durchaus nieht mit 
einem anderen Meßinstrument bestimmen, als eben nur mit 
dem Auge. Und ebensowenig läßt sich aus einer Farbreihe die 
mit einer vorgegebenen Farbe ähnlichste objektiv auf rem 
physikalischem Wege ohne Farburteil herausfinden. 

Nach alledem könnte man nunmehr die besondere Kigenart 
des Gebietes der Experimentalphysik, auf das wir unsere Auf- 
merksamkeit richten, dahin kennzeichnen, daß es eigentlich 
gar nieht der Physik angehört. Es werden dabei nicht die ob- 
jektiven Eigenschaften der Körperwelt, sondern die subjektiven 
eines Sinnesorgans untersucht. Diese Ausdrucksweise ist klar 
und verständlich, sie ist die allgemein übliche und in gewissem 
Sinne auch riehtig. Trotzdem habe ich gegen sie einiges ein- 
zuwenden. 

Wenn man sagt, es handle sich bei den Farbuntersuchungen 
nicht um die Erforschung von Eigenschaften und Gesetzmäßig- 
keiten in der uns umgebenden Körperwelt, sondern um die 
Erforschung der Wirkungsweise eines Sinnesorgans, so hat das 
leicht die Vorstellung im Gefolge, als komme dem unmittel- 
baren Objekt der Untersuchung, den Farben, weniger objek- 
tive Realität zu, als anderen Objekten der Physik, wie Körpern, 
Atomen, Lichtern, elektromagnetischen Feldern usw. Zum 
mindesten erscheint als das reale Korrelat in der Außenwelt 
einzig und allein das Sinnesorgan in seiner anatomisch-physio- 


logischen Beschaffenheit und Wirkungsweise. Aber mit ganz. 
g 


demselben Recht kann man sagen, daß auch die ganze übrige 
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Physik gerichtet ist auf die Funktionen unserer Sinnesorgane 
und die daran geknüpften zentripetalen und zentralen nervösen 
Vorgänge; ja alle Wissenschaften und Erkenntnisse erscheinen 
dann letzten Eudes untergeordnet der Anthropologie, die sie 
alle umfaßt. 

Soleh schroffem Berkeleyismus mag man anhangen oder 
nicht, jedenfalls halte ich es für unrichtig, ihn bloß auf einem 
Teilgebiet unserer Erfahrung zur Geltung zu bringen und da- 
durch Realilitätsunterschiede aufzustellen, die nicht vorhanden 

sind. Sicher ist, daß die gesamte Physik aufgefaBt werden 
kann als eine Einordnung unserer sinnlichen Erfahrung in ein 
System von Gedankenbildern, das ihren Ablauf richtig vorher- 
zusehen gestattet. Dabei mag man es vorteilhaft finden, für 
viele Zwecke von gewissen Merkmalen der Erfahrung abzu- 
sehen, aber man darf nachher nicht glauben, daß diese Merk- 
male dureh unsere Abstraktion an Realität eingebüßt haben, 
daß die Körper, die uns umgeben, gewisse, uns bekannte Merk- 
male an und für sich besäßen. Klang und Farbe aber nu 
für uns. 
| Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der Farben, der 
‘Farbenraum, von dem hier viel die Rede sein wird, besitzt 
meines Krachtens ganz dieselbe Realität wie unser dreidimen- ' 
-gionaler Punktraum; er dart nicht als ein mathematischer 
_ Bildraum aufgefaßt werden, wie etwa der Geschwindigkeits- 
raum, in dem wir uns die Geschwindigkeitsverteilung unter den 
Gasmolekülen in der statistischen Mechanik versinnbildlichen. 
Freilich, die Art, wie wir in ihm Koordinaten legen, ihn ein- 
teilen und vermessen, ist eine künstliche, mathematische Kon- 
-struktion, an die wir im allgemeinen nicht «denken, wenn uns 
Objekte dieses Raumes vor Augen treten; aber das trifft für 
den gewöhnlichen Punktraum in ganz der gleichen Weise zu. 

Unter den vier oben aufgestellten kolorimetrischen Ein- 
‚stellprinzipien ist das erste, das der Gleichheit, weitaus das 
einfachste. Es ist vorteilhaft, vorerst dieses Prinzip allein 
zur Geltung zu bringen, d.h. die unter seiner ausschließlichen 
_ Verwendung zugängliche Erfahrung zu sammeln und zu 
sichten. Man erreicht so schon eine sehr weitgehende Orien- 
tierung in der Farbenmannigfaltigkeit, zu deren Festlegung 
_ wir nunmehr schreiten. 
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Begriff des Lichtes und der Farbe. 

Kine Farbe tritt unter anderem dann auf, wenn das Auge 

von Licht getroffen wird. Da dies die normale Entstehungsart. 

der Farben ist und die einzige, welche sich sehr genau quanti- 

tativ verfolgen läßt, machen wir hier von ihr ausschließlichen 
Gebrauch. 

Unter einem bestimmten Licht verstehen wir ein Strahlungs- 
feld, das in der Umgebung eines bestimmten Raumpunktes 
für die (Winkel-)Umgebung einer bestimmten durch diesen 
Punkt gehenden Richtung bestimmte Eigenschaften hat. Es 
sol nämlich durch ein senkrecht zu dieser Richtung gelegtes 
Klächenelement in den Richtungen eines die vorgegebene 
Riehtung enthaltenden Raumwinkelelementes pro Flächen-, 


Zeit- und Raumwinkeleinheit die Energiemenge I 
vere 


in der Form von Wellen mit Längen zwischen A und A + dd 
hindurehtreten. f(A) ist eine Funktion von A im sichtbaren 
Spektralgebiet. Nach dieser Definition ist also er 


f(A)diAdwdodt 
eine Energiemenge (do Winkelelement, do Flächenelement, 
dt Zeitelement). Und ein bestimmtes Licht ist durch Angabe 
einer Wellenlängenfunktion f(2) zwischen etwa A = 400 und 
7 = 800 ug gegeben. 

Wenn wir sagen, wir bieten dieses Licht dem Auge dar, 
so meinen wir damit, daß wir das Auge so an die Stelle unseres 
llächenelementes bringen, daß die herausgegriffene Richtung 
in einer nahen Umgebung der Stelle deutlichsten Sehens (auf 
dem gelben Fleck) abgebildet wird. Dabei setzen wir voraus, 
daß f(A) im Bereich der Pupille nicht merklich variiert, d.h. 
daß die Pupille von einem Strahlenbündel gleichformiger Be- 
sehaffenheit voll ausgefüllt wird. Im Gegensatz dazu wird, 
sobald wir verschiedene Tsichter auf angrenzenden Feldern ver- 
sleichen, f (A) in seiner Abhängigkeit von der Richtung sprung- 
haft variieren für ein ebenes Büschel von Richtungen — ent- 
sprechend einer scharfen, geraden Trennungslinie zwischen den 
beiden Feldern. 
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Die Mannigfaltigkeit der Lichter ist von höherer Mächtig- 
keit als das Kontinuum, nämlich von der des Funktionen- 
_ raumes; also von nicht angebbarer Dimensionenzahl. Es wäre 
von vornherein möglich, daß dies auch für die Mannigfaltigkeit 
der Farbqualitäten zutrifft oder daß letztere mindestens von 
einer sehr hohen Dimensionenzahl wäre; wie es bei der Mannig- 
_ faltigkeit der zusammengesetzten Klänge der Fall it, da das 
Ohr bis zu einem gewissen Grade als harmonischer Analysatoı 
wirkt. Hier ist das nicht der Fall. Vielmehr ordnen sich die 
Liehter nach dem Prinzip des Gleichaussehens auf angrenzen- 

den Feldern in große Gruppen — jede selbst von der Mächtig- 


> 


keit des Funktionenraumes — und die Mannigfaltigkeit dieser 
_ Gruppen’ gleichaussehender Lichter ist für farbentüchtige Per- 
sonen von der Dimensionszahl drei — der höchsten je beob- 


achteten. Diese Dimensionstatsache ist die Grundtatsache der 
niederen Farbenmetrik, ihre Ableitung aus der Erfahrung wird 
uns noch näher beschättigen. 

Das bisher dem Sprachgebrauch entnommene, ohne nähere 
Definition benützte Wort Farbe erläutern wir nun dahin, daß 
wir für quantitative Zwecke eine solche Gruppe glerchaussehen- 
der Lichter als eine Farbe bezeichnen wollen. Wir entfernen 
uns damit ein wenig von dem gewöhnlichen Sprachgebrauch | 
und zwar insofern, als Lichter gleicher Farbe (nach unserer 
Terminologie) unter verschiedenen Umständen sehr verschie- 
dene Eindrücke auf das Auge hervorbringen können, so daß 
sie zuweilen sogar’ mit verschiedenen Farbnamen belegt werden. 
So kann von zwei Lichtern, die auf angrenzenden Feldern un- 
unterscheidbar wären, das eine, das für sich allein, etwa im 
Rahmen eines schwarzen Grandes, gesehen wird, goldgelb, das 
andere, das als Körperfarbe neben anderen, relativ lichtstärkeren 
Körperfarben auftritt, braun erscheinen. Ebenso sieht bei dem 
bekannten Versuch der „farbigen Schatten“ das von einer 
weißen Fläche zurückgeworfene Tageslicht im ,.Schatten der 
Kerze‘ das eine Mal (wenn die Kerze brennt) blau, das andere 
Mal (wenn die Kerze gelöscht ist) grau aus.') 


or. te 


Aber in keinem Falle hängt das verschiedene Aussehen 
irgend von der etwa verschiedenen physikalischen Zusammen- 


1) Vel. z.B. H. v. Helmholtz, Handb. d. physiol. Optik. 
3. Aufl. 2. 8. 230f, 1911. 
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setzung ab, es findet sich, wie im letzterwähnten Fall, auch beı 
völlig identischen Lichtern; unter welchen Begleitumständen 
auch immer ein Licht dem Auge dargeboten werden mag, stets 
bewährt sich die oben gegebene Definition in dem Punkte, 
daß der Austausch gegen ein anderes zusammengesetztes, 
gleichfärbiges unbemerkt bleibt. 


$2. Addition von Lichtern und Farben. 

Unter Mischung oder Addition von Lächtern verstehen wir 
die Superposition der betreffenden Strahlenbündel. Sind f (A) 
und g(A) die Wellenfunktionen zweier Lichter, so lautet die 
ihrer Mischung oder Summe 

f(A) + 9 (A). 

Als weitere grundlegende Erfahrungstatsache verzeichnen 
wir nun die, daß man unzweideutig, wie von einer Mischung 
oder Addition von Lichtern, so auch von einer Mischung oder 
Addition von Farben sprechen kann,. Von vornherein, ohne 
Hinzutreten einer bestimmten Erfahrung, ist diese Operation 
unendlich vieldeutig, weil man von jeder der zu mischenden 
arben irgendeinen ihrer unendlich vielen Repräsentanten aus- 
wählen und zur Mischung verwenden kann. Es wäre von vorn- 
herein möglich, daß die resultierenden Lichter durchaus nicht 
alle gleich, sondern mindestens teilweise verschieden aussehen. 
Die bloße Angabe der gemischten Farben würde dann nicht 
hinreichen, um die Mischfarbe eindeutig zu bestimmen. Die 
Erfahrung lehrt aber, wie gesagt, daß das nicht der Fall ist. 
Die resultierenden Lichter sehen alle gleich aus, zur Bestimmung 
der Farbe des Mischlichts genügt die Bestimmung der Kontrahen- 
ten hinsichtlich ihrer Farbe oder wie Grass mann!) es ausdrückt: 

Gleichaussehende Lichter gemischt ergeben gleichaussehende 
Lichter (3. Satz von Grassmann). Man kann auch sagen: 
Die oben festgestellte unbedingte und völlige Äquivalenz der 
Lichter, die wir als gleichfärbig definiert haben, bleibt auch in 
Mischungen erhalten. 

Diese Tatsache und nur sie erlaubt uns, bei sehr 
vielen Überlegungen von der genauen Beschaffenheit des 
Lichtes, durch das wir eine Farbe erzeugen, ganz abzusehen 

1) H. Grassmann, Pogg. Ann. 89. S.69. 1853 (Ges. Abh., 
Leipz g, Teubner, 1902, Bd. II, 2, S. 161ff.); Anhang zu W. Preyers 
Elementen der reinen Emyfindungslehre, Jena, Duiit, 
(Ges. Abh., Bd. II, 2. 8. 213ff.). : 
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und statt mit Lichtern, d.h. mit Wellenlängenfunktionen, 
direkt mit Farben zu operieren. Als Symbol für eine Farbe 
führen wir immer einen großen lateinischen Buchstaben A, B, 
L.M... ein, und als Svmbol für die Mischung das Zeichen +: 
A+B, A+B+L+M,..... 
Um anzuzeigen, daß zwei Farben gleichaussehen, benützen 
wir ‘das Zeichen =. Wenn etwa die Farbe L, zu der wir auf 
irgendeinem anderen Wege gelangt sind, sich als die Misch- 
farbe von A und B herausstellt, so schreiben wir das symbolisch 
L=A+B. 
aß das Gleichheitszeichen im Verlauf derselben Rechnung 
in doppelter Bedeutung auftreten wird, einmal im gewöhn- 
lichen algebraischen Sinn, einmal in Farbengleichungen, wird 
wenn wir lateinische Majuskeln konsequent nur als Farb- 
symbole benützen — ebensowenig zu Verwechslungen führen, 
wie der nämliche Sachverhalt in der Vektor- und Tensor- 
rechnung; die Analogie wird sich übrigens als eine vollkommene 
herausstellen, da jede Farbgleichung eines Farbentüchtigen drei 
algebraischen Gleichungen entspricht. 

Daß die bekannten kommutativen und assoziativen Ge- 
setze für unsere Farbenaddition gelten, ist selbstverstandlich 
und bildet keine neue Erfahrungstatsache, weil sie ja auf dem ' 
Weg über die gewöhnliche algebraische Addition der Wellen- 
längenfunktionen definiert wurde. 

Wenn man für eine Kategorie von Gegenständen die 
‘Addition definiert hat, liegt es nahe, nach der Möglichkeit der 
‚Subtraktion zu fragen. Läßt sich immer eine Farbe X finden, 
die, zu A addiert, B ergibt ? a: ae 

Diese Farbe würde zu bezeichnen sein als ' 

X=B-A. 
Ein solehes X ist nicht immer auffindbar, die Subtraktion ist 
nicht in allen Fällen möglich, wie wir an folgendem, etwas voraus- 
greifenden Beispiel erläutern. 

Als Spektrallicht bezeichnen wir ein Licht, dessen f (A) nur 
in einem sehr kleinen A-Bereich von Null verschieden ist, und 
die betreffende Farbe als Spektralfarbe. Die meisten Spektral- 
farben (von etwa A = 475 bis A = 630) sind nun dadurch aus- 


‚gezejehnet. daß sie sich überhanpt nf auf diese eine Art her- 
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stellen lassen — die Lichtergruppe umfaßt nur das eine Licht — , 
wenn man davon absieht, daß bei genügend klein gewähltem 
4-Bereich die Verteilung der Energie innerhalb dieses Bereiches 
willkürlich ist, weil hinreichend benachbarte Wellenlängen sich 
in ihrer Wirkung auf das Auge nicht unterscheiden. Es gibt 
wohl Mischlichter vom gleichen Farbton, sie erscheinen aber 
‚gegen das Spektrallicht immer etwas weißlich (weniger ge- 
sättigt). | 

Nehmen wir nun zwei solche Spektralfarben her, etwa 
S, und S,, und verlangen 


Sy aa X = Sy, 


so ist diese Forderung natürlich unerfüllbar, weil die links 
unter allen Umständen enthaltene Wellenlänge A’ nicht vor- 
kommen darf in einem Licht, das die rechte Spektralfarbe dar- 
stellen soll. 

In anderen Fällen ist die Subtraktion möglich, z. B. immer 


als Umkehrung einer wirklich ausgeführten Addition. Auf 
diese Fälle beschränken wir vorläufig das Zeichen — (Minus). 


Wir dürfen dann in jeder als richtig bekannten Farbgleichung 
ein ayf der einen Seite wirklich vorhandenes Glied unter 
Zeichenumkehr auf die andere Seite werfen. Nur müssen wir 
uns jetzt noch fragen, ob die Umkehrung der Addition, die 
in diesem Falle sicherlich möglich, auch immer eindeutig ist. 
Schreiben wir z. B. für 


@ 


und lesen das: A ist diejenige Farbe, die ich mit C mischen 
muß, um B zu erhalten, so hat das nur einen Sinn, wenn A auf 
diese Weise bei gegebenem B und C auch eindeutig festgelegt 
ist. Es handelt sich also darum, obvon demobigen Grass mann- 
schen Erfahrungssatz auch die Umkehrung gilt: 

Nur gleichaussehende Lichter ergeben gemischt mit gleich- 
aussehenden Lichtern, wieder gleichaussehende Lichter. Oder: 
aus der respektiven Gleichheit von » — 1-Summanden und 
der Summe kann man auf die Gleichheit des n!® Summanden 
schließen. 

Darüber ist zu sagen, daß dies — erfahrungsgemäß — in 
der Tat der Fall ist, soweit nicht die Endlichkeit der Unter- 

Annalen der Physik. 1V. Folge. 63. 28 
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_ schiedsschwellen, die den Gegenstand des zweiten Teiles dieser 


Abhandlung bilden wird, merklich ins Spiel kommt. Ist A 
eine gegen B sehr lichtschwache Farbe, so werden B und C 
sieh nur wenig unterscheiden. Dann kann eine kleine Abände- 
rung von A, die aber an dieser Farbe selbst doch schon sehr 
deutlich bemerkt wird, in der Summe 4A--+-C unbemerkt 
— Diese Unsicherheit in der Definition von A als Diffe- 
yenz ist völlig analog der experimentellen Unsicherheit, die 
auftritt, wenn man beispielsweise einen kleineren Winkel, sagen 
wir die Dispersion einer Glassorte, als Differenz zweier großer 
Winkel, diesfalls der Ablenkungswinkel, bestimmt. Niemand 
wird aus diesem Grunde der Subtraktion von Winkeln die 


_ Eindeutigkeit absprechen wollen. Und so dürfen wir wohl 


auch hier behaupten, daß die Differenzbildung von Farben, 
wenn überhaupt möglich, im Resultat eindeutig ist. 


Achten muß man darauf, daß mindestens auf der einen 


Seite der Gleichung eine unmittelbar zu verwirklichende, nur 


durch Summationen zustandekommende Farbe steht, wofür 
auch die Null (0), als dem Fehlen alles Lichtes entsprechend, 


zugelassen werden darf. Sonst läßt sich die Realität des Ge- 


bildes nieht mehr garantieren. Übrigens sind auch solche 
Gleichungen als Zwischenprodukte bei Umformungen aus rein! 
-algebraisch-formalen Gründen völlig unschädlieh — lassen sich 
aber, wenn man darauf Wert legt, stets vermeiden. 

Noch einen Punkt müssen wir zur Sprache bringen. Weiß 
man, daß eine Farbendifferenz A — B ausführbar ist, 


A—B=(, 
so folgt daraus keineswegs, daß irgend zwei Wellenlängenfunk- 
tionen (A). (A), welche die Farbe A bzw. B darstellen, für 
alle A eine niehtnegative Differenz ergeben 

> 


Wohl aber läßt sich schließen, daß es Repräsentanten von A 
und B gibt, für welche das stattfindet. Denn C existiert, es gibt 
also mindestens ein Licht 9. (A). das die Farbe C darstellt. 
Dann sind 

(A) + Go(A) und (A) 


zwei Lichter von der gewünschten Eigenschaft. 
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3. Multiplikation mit einer Zahl. 


Der Begriff des ganzzahligen Vielfachen einer Farbe ergibt, 
sich unmittelbar durch wiederholte Ausführung der Addition 


mA=A4+A A-+...+4. 


Als Umkehrung dieser Operation ergibt sich der Begriff 
des ganzzahligen Bruchteils einer Farb. Daß die Division 
immer ausführbar ist, ist klar. Um 


n 


"zu finden, d.h. eine Farbe, die n-mal genommen, A ergibt, 
braucht man nur eines der Lichter herzunehmen, die A dar- 
stellen, sagen wir @,(A). und durch » zu dividieren 


ya). 


Br Nicht von vornherein klar ist die Eindeutigkeit der Opera- 
tion, d. h. daß es gleichgültig ist, welches Licht. von der Farbe A 
man hernimmt, daß man stets zu derselben Bruchfarbe gelangt. 

Nehmen wir diese Eindeutigkeit für den Augenblick als 
erwiesen an, so folgt durch Kombination der Multiplikation 
und Division durch ganze Zahlen der Begriff des Produktes 
einer Farbe mit einer rationalen Zahl: 


— A. 
Und es folgt also, daß eine Farbengleichung richtig bleibt, 
wenn man sie mit einer rationalen Zahl multipliziert, ohne 
neuerlichen Regreß an die Erfahrung — falls nicht etwa der 
hinausgeschobene Beweis für die Eindeutigkeit der ganzzahligen 
Division einen solehen Regreß notwendig machen sollte. 

Die Ausdehnung auf beliebige nichtnegative Zahlen ist 
eine Selbstverständlichkeit, da wir von physikalischer Wirk- 
lichkeit handeln, nicht ein Spiel mit mathematischen Symbolen 
treiben. Wenn man aber will, kann man sich dabei auf den 
zweiten der von Grassmann aufgestellten Grundsätze stützen, 
dem ich die Form gebe: 

Wenn ein Licht sich stetig ändert, ändert sieh seine Farbe 
stetig (zweiter Satz von Grassmann) ER 


| 
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Diese Form hat in unserer Nomenklatur den Vorzug, nicht 
auf die Farbempfindung zu gehen, sondern auf quantitativ 
faßbare Dinge. Deutlicher ausgeführt heißt unser Stetigkeits- 
satz: 

Wenn (A) und (A) + 6 (A) zwei wenig verschiedene 
Lichter sind, und y (A) ein beliebiges mit @ (A) gleichaussehen- 
des Licht, so gibt es unter den mit @ + 6 @ gleichaussehenden 
} Liehtern mindestens eines, y + 6 y, das von y nur wenig ver- 
schieden ist. — 

4 


Wir haben somit den Begriff des Produktes i, ww. 
' 


ua, 
wo a eine beliebige nichtnegative Zahl ist, gewonnen und den 
Satz: 
Eine Farbengleichung bleibt richtig, wenn man sie mit 
einer nichtnegativen Zahl multipliziert. 


Die Gültigkeit der assoziativen und distributiven Multipli- 
kationssätze — ein kommutativer kommt nicht in Betracht — 
folgt wieder aus der Beziehung, in der unser Rechnen mit 
Farben zu dem Rechnen mit Wellenlängenfunktionen steht. 
Was ersteres von letzterem unterscheidet — zugleich der wahre 
2 Kern aller Mischungssätze — ist immer nur die Feststellung 
. der Eindeutigkeit des Resultates, welches Licht immer 

man zur Erzeugung der Farben, mit denen operiert wird, 
benützen mag. 


=—— 


| Nehmen wir nun die vorläufig zurückgestellte Frage nach 
der Eindeutigkeit der ganzzahligen Division wieder auf. Es 
fragt sich, ob aus der Gleiehheit der Multipla 


A= B 


| auf die Gleichheit 

: geschlossen werden kann. Oder ist es etwa möglich, daß eine 
Farbenungleichung 


A+B 


sich durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl m in eine 
Gleichung verwandle? 


u 
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Geht man auf Lichter zurück, so lautet die Frage: können 
zwei Lichter @ (A) und y (A), die nicht gleich aussehen, dadurch 
gleich aussehend gemacht werden, daß man einfach die ob- 
jektive Intensität beider auf das m-fache erhöht ? 

Was zunächst die Tatsachen anlangt, so liegen sie so: in 
der Netzhautmitte, soweit das zentrale Skotom des Dämme- 
rungssehens reicht, kommt dergleichen nicht vor; da sind alle 
Farbengleichungen von der absoluten Intensität unabhängig.!) 
Auf parazentralen und peripheren Teilen der Netzhaut, die 
uns aber hier nicht beschäftigen, verwandeln sich Farben- 
gleichungen bei Herabsetzung der Intensität in Ungleichungen. 
Hier ist aber auch der Grassmannsche Satz vom Gleich- 
aussehen der Mischungen gleichaussehender Konstituenten 
nicht gültig. Was uns hier aus prinzipiellen Gründen inter- 
essiert, ist, ob beide Erscheinungen logsch aneinander ge- 
knüpft sind oder ob die zentrale Beständigkeit der Gleichungen 
eine neue Frfahrungstatsache neben dem Grassmannschen - 
Satz bildet, die in den Grundlagen vermerkt werden muß. 

Dieser letzteren Ansicht war E. Hering?), der deshalb 
den Grass mannschen Sätzen noch diesen hinzugefügt wissen 
wollte, daß 

„gleichaussehende Lichter einander gleichbleiben, wenn 
man die Intensität eines jeden in demselben Verhältnis ver- 
mehrt oder vermindert“. 

Auch ich habe mich vergebens bemüht, ganz ohne neuer- 
lichen Regreß an die Erfahrung auszukommen und halte es 
für unmöglich. Doch wäre es sicherlich auch nicht richtig, 
den ganzen Multiplikationssatz in Bausch und Bogen als neue 
unabhängige Erfahrungstatsache hinzustellen; da doch jeden- 
falls die ganzzahlige Multiplikation logisch aus der Addition folgt. 

Folgende Schlüsse lassen sich ziehen. Gibt es für einen 
Wert von n verschiedene Bruchfarben = A, sagen wir 


A.=nA,'= A, 


1) Vgl. W. Nagel, Handbuch der Physiologie des Menschen. 
Braunschweig, Vieweg, 1904, Bd. III, 1. 8. 181; Zeitschrift f. 
Psychol]. u. Physiol. d. Sinnesorgane 28. S. 162. 
2) E. Hering, Lotos N. F. VII. 8S. 242f. 
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80 kann weder 
ie” (n — 1) A,= (n — 1) A, 


noch 
(n + 1) A, = (n + 1) A,’. 
‘weil aus jeder dieser Gleichungen mit dem ersten Teil der 
Annahme (wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion, die hier 
sicher ausführbar ist) folgen würde 
was dem zweiten Teil der Annahme widerspricht. Ebenso 
läßt sich schließen 
2n A, = 2n A,’, 
aber 
| | Qn — A, (Qn —1)4,' 
(Qn +1)A,+(2n + DA 
® 


| 

| fin beliebige Multipla von n. 


' Um diese Folgerung mit der Erfahrung im Widerspruch, 
die Annahme somit als widerlegt und die Eindeutigkeit ge- 
& sichert zu finden, genügt es, als Erfahrungssatz zu postulieren: 


: Es gibt nicht zwei Lichter, die bei gleichmäßiger Erhöhung 
* der Intensität in periodischem Wechsel gleich und wieder un- 
gleich ‚werden. 


$ 4 Die Dimensionstatsache. 


Zum Aufbau der affinen Geometrie der Farbenmannig- 

 faltigkeit fehlt uns jetzt nur noch em Stück, die Dimensions- 

_ tatsache, die wir oben nur beiläufig erwähnt haben, ohne 

_ bisher ihre Wurzel in der Erfahrung aufzuzeigen und ohne 

° von der Tatsache selbst bisher Gebrauch zu machen. Wi 

_ getzen sie mit Absicht an die letzte Stelle, weil alle bishe 

 benützten Erfahrungstatsachen, daher auch alle bisher abge- 

_ leiteten Folgerungen nicht bloß für einen normalen, farben- 

j  tüchtigen Beobachter, sondern ganz ebenso für einen partiell 

_ f und für einen total Farbenblinden Gültigkeit haben. Der Unter- 

schied liegt nur in der Dimension der Farbonmennigialtigkeit. 
"Wenn eine Anzahl Farben (n) gegeben sind 


BEC: .. 
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so kann es sein, daß zwischen diesen eine lineare Beziehung 
besteht 


(1) aA+ßB+yC+..=(, 
(wobei selbstverständlich immer vorausgesetzt wird, daß nieht 
alle die Größen a, ß, y...=0 sind). Das Bestehen einer 


solchen Beziehung bedeutet, daß sich aus gewissen Multiplis 
des einen Teils der n-Farben (derjenigen, die in der Gleichung 
positive Koeffizienten haben) eine Farbe-ermischen läßt, die 
auch aus gewissen Multiplis der übrigen (derjenigen mit nega- 
tiven Koeffizienten) ermischbar ist. 

Es kann aber auch sein, daß keine solche Beziehung be- 
steht. Im ersten Fall nennen wir die »-Farben linear abhängig, 
im zweiten linear unabhängig. 


Die Dimensionstatsache lautet nun I 
A. Für Farbentüchtige (Triehromaten): En 


Es gıbt linear unabhängige Farbentripel. Vier Farben send 
stets linear abhängig. 

B. Für partiell Farbenblinde (Diehromaten): 

Es gibt linear unabhängıge Farbenpaar’. Drei Farben sind 
stets linear abhängig. 

C. Für total Farbenblinde (Monochromaten): 

Je zwei Farben sind linear abhängig. 

Diese Aussagen bedeuten nichts anderes, als daß die 
Farbenmannigfaltigkeit für diese Personen drei bzw. zwei bzw. 
eine Dimension hat. In der Tat, betrachten wir den kom- 
pliziertesten Fall des Triehromaten. Fassen wir ein solehes 
linear unabhängiges Farbentripel ins Auge 


A, B, C, 
von denen also nach Annahme keine aus den beiden anderen 
mischbar sein soll; sei F eine beliebige Farbe, so gibt es eine 
Farbengleichung 
(2) aA+PB+y7C4+ CF =0, 
worin sicher €+0, weil A, B, C sonst nicht wnabhängig 
wären. Man kann also noch F auflösen: 

F = 2,4 -+ %B 


~ 
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Zu jedem F gehört ein und nur ein Wertetripel (z,, 29, 
23), nur eines, weil sonst durch Subtraktion eine Relation 
zwischen A, B, C allein entstünde. Das Umgekehrte gilt zwar 

nieht allgemein, aber jedenfalls gehört zu allen positiven Tripeln 
(x,, %y, Zz) eine und nur eine Farbe F. Die Farben F bilden 
also eine Mannigfaltigkeit von nicht mehr und nieht weniger 
‚als drei Dimensionen. 

Die Form, in der wir die Dimensionstatsache eingeführt 
haben, ist zwar theoretisch die einfachste, aber es geht nicht 
an, sie in dieser Form als ein unmittelbares Produkt der Er- 
_fahrung hinzustellen. Denn man kann nie sicher sein, ob man 
wirklich alle Farbenguadrupel durchprobiert hat, und ob sich 
unter ihnen nicht doch vielleicht noch ein linear unabhängiges 

vorfindet. 

Grass mann verwendet an Stelle unseres Dimensionssatzes 
(für Triehromaten) den Satz: 

Zu jedem Licht läßt sich ein gleichaussehendes herstellen 
durch Mischung von Weiß mit einer reinen Spektralfarbe oder 
mit einem bestimmten Purpurgemisch (d. i. einer Mischung 
der Endfarben des Spektrums). [1. Satz von Grass mann.) 

Da die Reihe der Spektralfarben und der Purpurgemische, 
einschließlich der Intensitätsvariation eine zweidimensionale, die: 
verschiedenen Intensitäten des Weiß eine eindimensionale 
Mannigfaltigkeit bilden, so ergibt sich durch Kombination in 
der Tat eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. 

Aber auch diese Grassmannsche Form beansprucht 
meines Erachtens noch eine zu breite induktive Basis, breiter 
als nötig, um die Dimensionstatsache zu sichern. Denn es sieht 
so aus, als müßte man wirklich alle Liehter durchprobiert 
haben, um sicher zu sein, daß es nicht doch Gemische gibt, die 
auf die genannte Art nicht darstellbar. sind. 

Dagegen läßt sich der Beweis für die Dreidimensionalität 
auf folgende Weise systematisch erbringen. Man mustert zu- 
nächst die Reihe der Spektralfarben und erkennt, daß im all- 
gemeinen (nämlich abgesehen von den monochromatischen 
„Endstrecken“, wovon später) je zwei von ihnen sich durch 
mehr als bloß durch die Intensität unterscheiden. Der Ver- 
such, zwei von ihnen durch Änderung der objektiven Intensität 
gleichzumachen, mißlingt. Paare von Spektralfarben sind i. a. 


* 
an 
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Nun betrachtet man die binären Mischungen von Spektral- 
farben und findet, daß man da im allgemeinen (wenn die ge- 
mischten Wellenlängen nicht auf einer der dichromatischen 
..Zwischenstrecken“ liegen, wovon später) Neues erhält, und 
zwar die weißlichen Abwandlungen der reinen Farben und die 
Purpurtöne in allen ihren weißlichen Abwandlungen. Sie 
körinen nicht einer einzelnen Spektralfarbe durch bloße ob- 
jektive Intensitätsänderung gleichgemacht werden. Tripel von 
Spektralfarben sind i. a. linear unabhängig. 

Die Mannigfaltigkeit ist also sicher mindestens von der 
Dimensionszahl drei. 

Daß sie höchstens von der Dimensionszahl vier ist, erkennt 
man, wenn man jetzt. die ternären Mischungen von. Spektral- 
farben untersucht und findet, daß sie nichts Neues mehr liefern, 
sondern jede von ihnen ein binäres Äquivalent ‚besitzt. Für 
Mischungen von vier und mehr Spektralfarben braucht man 
nicht mehr experimentell zu prüfen, man kann immer drei von 
ihnen durch zwei ersetzen, bis schließlich ein binäres Äqui- 
valent übrig bleibt. Da nun aber jedes Licht mit genügender 
Annäherung als Mischung von n reinen Spektrallichtern ange- 
sehen ‚werden kann, so folgt: 

Die reinen Spektralfarben und dre binären Gemische er- 
schöpfen die Mannigfaltigkeit der Farben vollständig. 

Nun ist aber die Mannigfaltigkeit der binären Gemische von 
(ler Dimensionszahl 4, und dasselbe würde von der Mannigfaltig- 
keit der Farben gelten, wenn nicht jede von ihnen auf 00! Arten 
als Mischung aus zwei Spektralfarben entstände, wie z. B. das 
Weiß als Mischung von 00!-Komplementärfarbenpaaren. Um 
zwischen den Zahlen 3 und 4 zu dirimieren, kann man jetzt, 
nachdem die zu untersuchende Menge nicht mehr ‚alle Liehter“‘, 
sondern die binären Gemische sind, auf den Grassmannschen 
Gedanken zurückgreifen und zeigen, daß sie den weißverdünnten 
Spektralfarben und Eurpurgemischen gleich sind, womit die 
Dimensionszahl 3 dann endgültig sichergestellt ist. 

Ähnlich, nur weit einfacher, ist das Verfahren für Dichro- 
maten und Monochromaten. Für erstere führen schon die 
binären Mischungen auf nichts Neues. Die Spektralfarben, von 
denen i. a. je zwei noch linear unabhängig (farbverschieden) sind, 
erschöpfen die Mannigfaltigkeit aller Farben, die Dimensions- 
sahl ist also zwei. Beim Monochromaten lassen sich schon je 


| 
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zwei Spektralfarben, daher auch beliebige Mischungen, dureh 
bloße Intensitätsänderung gleichmachen. Es gibt nicht einmal 
linear unabhängige Farbenpaare, die Dimensionszahl ist 1 


$5. Die Abbildung auf ein Vektorbüschel. 


Damit sind die allgzmeinen Gesetze der Lichtmischung 
oder, wie wir es genannt haben, der niederen Farbenmetrik, 
erledigt, soweit nur jede der drei Arten von Farbsystemen, die 
wir unterschieden haben, für sich allein in Betracht gezogen 
wird. Eine wichtige Ergänzung von ebenfalls sehr allgemeine 
‚Art; wird allerdings die Beziehung zwischen den dichro 
matischen und den trichromatischen Farbensystemen bilden, 
von der weiter unten die Rede sein wird. 

Alles bisher Gesagte läßt sich kurz dahin zusammenfassen : 
daß es sich bei den Farben um eine Mannigfaltigkeit von Dingen 
handelt, für welehe die Gleichheit, die Addition, dann unter 
Einschränkungen die Subtraktion, ferner die Multiplikation mit 
einer niehtnegativen Zahl in eindeutiger Weise definiert sind: 
daß für diese Operationen die assoziativen, kommutativen usw. 
Gesetze in der gewöhnlichen Weise gelten; daß die Mannig- 
faltigkeit (im normalen Fall, den wir zunächst immer im Auge 
haben) von der Dimensionszahl drei ist; welches alles einzig 
durch das unmittelbar abgegebene Gleichheitsurteil über an- 
grenzende Farbfelder mit der Erfahrung zusammenhängt und 
darin verankert ist. 

Vergleicht man nun diese von den Farben erfahrungs- 
gemäß geltenden Gesetze mit den Axtomen, die man aufstellen 
muß für die von einem Punkt aus gezogenen Vektoren, um die 
affine Geometrie eines solchen Vektorbüschels zu begründen!) ; 
so findet man völlige Übereinstimmung. Die Mannigfaltigkeit 
der Farben oder der Farbenraum, wie wir sagen wollen, ist also 


ein dreidimensionales Gebilde mit — vom Standpunkte deı 
Gleichheitsbeziehung — lediglich affiner Struktur. Alle 


speziellen Beziehungen in dem minder anschaulichen Farben- 
gebiet kann man sich dadurch in ausgezeichneter Weise an- 
schaulich machen, daß man es auf ein räumliches Vektorbüschel 
in ein-eindeutiger Weise abgebildet denkt. derart, daß jeder 


1) Vgl. etwa H. Weyl, Raum-Zeit-Materie. Berlin, Springer, 
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arbe ein Vektor und jedem Vektor sicherlich nicht mehr als 
eine Farbe entspricht. Nur darf man dabei nicht vergessen — 
was schon Grassmann hervorhebt —, daß die abgebildeten 
Gebiete sich nur durch ihre unmittelbare Anschaulichkeit, 
nicht durch primitive Realität unterscheiden; daß dem Farben- 
raum sein Dasein wie seine affine Struktur auf Grund des 
Gleichheitsurteils sozusagen an und für sich zukommt, ganz 
ohne Beziehung auf den Vektoren- bzw. Punktraum, der zu 
seiner Veranschaulichung dient. Es birgt sogar diese Vere 
anschaulichung, so bequem, ja unentbehrlich sie ist, auf de 
anderen Seite auch eine gewisse Gefahr; wir müssen uns sehr 
in acht nehmen, daß wir von dem Punktraum, den wir gls einen 
nicht bloß affinen, sondern als einen metrischen, und zwaı 
euklidischen zu denken so sehr gewohnt sind, ausschließlich 
die affinen Beziehungen auf den Farbenraum übertragen, nicht 
auch die metrischen, welch letztere hier völlig bedeutungslos 
sind, da der Farbenraum seine eigene, im zweiten Teil diese 
Arbeit zu entwickelnde Metrik besitzt. 


Ks ist vielleicht nicht überflüssig zu erinnern: unter den 
affinen Eigenschaften räumlicher Gebilde versteht man alle 
jene, die ungeändert bleiben bei einer affinen Transformation. 
Gebilde, die durch eine solehe Transformation ineinander über- 
geführt werden können, spielen in der affinen Geometrie die- 
selbe Rolle, wie kongruente Gebilde in der euklidischen Geo- 
metrie. Die allgemeine affine Gruppe tritt an die Stelle de 
Gruppe der Bewegungen. In gewöhnlichen rechtwinkligen. 
übrigens auch in beliebigen schiefwinkeligen Koordinaten, 
drückt sich die allgemeinste affine Transformation aus als 
ganze lineare (nichthomogene) Koordinatentransformation ; 
dureh werden also jedem Punkt neue Koordinaten in dem ur- 
sprünglichen, festgehaltenen Koordinatensystem zugewiesen, 
wodurch er verschoben wird. Statt dessen kann man auch so 
vorgehen, daß man die Koordinaten jedes Punktes zahlen- 
mäßig festhält, aber als Koordinaten in einem neuen, und zwar 
in einem beliebigen, beliebig gelegenen, schiefwinkeligen Systen: 
auffaßt; wodurch ebenfalls die allgemeinste affine Transforma- 
tion zustande komimt. Von Vektoren, statt von Punkten, ge- 
sprochen kann man sagen: man faßt die alten Vektorkompo- 
nenten als Komponenten bezogen auf ein beliebig abgeändert 
System von .Grandvektoren uf. 
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In dieser allgemeinsten Form enthält die affine Trans- 
formation außer ihrem eigentlichen Kern — einer Deformation 
— noch eine gewöhnliche Bewegung (Translation + Drehung), 
von welcher jedenfalls die Translation (Verlegung des Ko- 
ordinatenursprunges) für unsere Zwecke völlig bedeutungslos ist, 
da wir es nur mit dem Büschel der Vektoren zu tun haben, 
die von einem Punkt entspringen, und dieser Punkt von vorn- 
herein im Raum unbestimmt ist. Die Koordinatentransforma- 
tion kann demnach in allen Fällen homogen genommen werden. 
Was übrig bleibt ist dann, außer einer Drehung, eine sogenannte 
lineare Deformation, d. i. drei gleichförmige Verzerrungen (MaB- 
stabingerungen) in drei zueinander senkrechten Richtungen 
(natürlich, auch bei Benützung rechtwinkliger Koordinaten, im 
allgemeinen nicht den Koordinatenrichtungen). Nur solche 
Eigenschaften der Figuren, die ber einer derartigen Verzerrung 
unberührt bleiben, sind affin und haben Bedeutung für den 
Farbenraum. Am wichtigsten für uns ist, daß dabei Gerade 
in Gerade, Ebenen in Ebenen übergeführt werden — wie 
denn überhaupt, wegen der Linearität, die Ordnungszahl 
einer Fläche oder Kurve ungeändert bleibt. Kollinearität 
und Komplanaritiit von Punkten, ferner Komplanarität 
von Geraden bleibt also unberührt. Daher kann auch eine 
Kurve durch die Transformation keinen Wendepunkt be- 


kommen und — was uns besonders interessieren wird — ein 
Kegel keine Wendegeneratrix. — Zum späteren Gebrauch (für 


die Theorie der Dichromasie im § 10) merken wir noch an, 
daß auch der Parallelismus von Geraden und Ebenen eine 
affin-invariante Eigenschaft ist. — Übrigens ist der ganze 
Sachverhalt dem Physiker aus den Elementen der Elastizitäts- 
theorie und Hydrodynamik wohlbekannt und vertraut, wenn 
es sich auch dort um unendlich kleine, hier dagegen um ganz 
heliebige endliche Deformationen handelt. 

In einem Punkt, den wir bisher unbeachtet gelassen haben, 
weichen nun allerdings die Gesetze der Farbenmischung ab von 
den Axionen der affinen Geometrie: es ist dies die beschränkte 
Ausführbarkeit der Subtraktion und die damit zusammen- 
hängende Bedeutungslosigkeit der negativen Farbe (— A), 
sowie überhaupt der Multiplikation mit negativen Zahlen. Die 
Abbildung des Farbenraumes auf das Vektorbüschel läßt sich 
dem ungeachtet vollständig durchführen. Nur läßt sich 
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schließen, daß von der ganzen Vektorgesamtheit dabei höchstens 
die Hälfte der Vektoren Verwendung findet, d. h. wirklich einer 
Farbe entsprieht (in Wahrheit noch weniger als die Hälfte, 
wie wir sehen werden). Denn von jedem Vektor, der einer Farbe 
entspricht, bleibt der entgegengesetzte jedenfalls unbenützt, 
weil es keine zwei Lichter, daher auch keine zwei Farben gibt, 
die superponiert Dunkelheit ergeben. Also nicht das ganze 
Büschel vom Öffnungswinkel 47 entspricht den Farben, sondern 
ein irgendwie begrenzter Kegel von einer Gesamtöffnung 
kleiner als 2a (der genaue Wert des Offnungswinkels hat 
übrigens keine affingeometrische Bedeutung). Eben daraus er- 
klärt sich nun aber auch die nicht allgemeine Ausführbarkeit 
der Subtraktion. 


bilden läßt, auf einen Vektor führt, der nicht dem reellen 
Farbenkegel angehört, existiert keine Farbe, die der Forderung 
genügt. 

Mit der Feststellung dieses allgemeinen Sachverhaltes 
der Farbenraum hat vom Standpunkte des Gleichheitsurteils 
die Struktur eines lediglich affin betrachteten Vektorenkegels 
vom Öffnungswinkel kleiner als 2% — mit der Feststellung 
dieses Sachverhaltes ist der grundlegende und meines Er- 
achtens wichtigste Teil der niederen Farbenmetrik vollendet. 
Wie man sieht, brauchte in diesem Teil von so schwierigen 
Begriffen wie Definition des Weiß, Sättigung, Weißgehalt, 
firbende Kraft, Komplementärfarben u. ä. gar nicht die Rede 
zu sein. Was noch hinzuzufügen ist, besteht eigentlich nur in 
der Aufsuchung der Farbvektoren, die gewissen durch ihre 
einfache Zusammensetzung ausgezeichneten Lichtern ent- 
sprechen (d. i. insbesondere den Spektrallichtern), und in der 
Feststellung ihrer affingeometrischen Beziehungen zueinander. 
Dabei ergibt sich mit einem Schlag die Art der Begrenzung 
des Spektralkegels, wie sie affingeometrisch beschaffen ist und 
von welchen Farben sie gebildet wird. Hierzu werden wir uns 
einer Koordinatendarstellung der Farben bedienen, die völlig 
der Koordinatendarstellung von Vektoren entspricht; so ein- 
fach und durchsichtig sich wegen dieser völligen Analogie alle 
teehnungen gestalten, so wird die Auseinandersetzung der 
farbentheoretischen Bedeutung aller Operationen, insbesondere 
der Koordinatentransformation, doch einigen Raum bean- 


Sobald nämlich die Vektordifterenz der dar- — 
stellenden Vektoren, die sich geometrisch natürlich immer 7 
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spruchen. Sodann wird uns die durch einen einzigen inhalts 
reichen Erfahrungssatz — Anerkennung aller trichromatischen 
Farbengleichungen, durch den Dichromaten — gesetzte Be- 
ziehung zwischen diehromatischen und triehromatischen Sy- 
stemen beschäftigen, die zur Auszeichnung gewisser (irreeller) 
Farbvektoren als den Grundempfindungen entsprechend führt. 
Endlich. werden wir noch, wegen ihrer weiten Verbreitung, 
die praktisch einfachere, theoretisch. aber etwas kompliziertere 
Darstellung der Farben in der Farbenebene aus unserer räum- 
lichen Darstellung ableiten, um dann im zweiten Teil zur 
höheren Farbenmetrik überzugehen. 


(Eingegangen im März 1920.) 
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2. Grundlinien einer Theorie der Farbenmetrik — a 
im Tagessehen; 
von Erwin Schrödinger. wo 
(1. Mitteilung.) 


> 6. Der Spektralkegel. Begrenzung des reellen Farbenraumes ~ 
und Orientierung in ihm. 

Die Abbildung der Farben auf den Vektorkegel und die Auf- 
suchung des Vektors, der einer konkret vorgegebenen Farbe 
entspricht, gestaltet sich, so schwierig die saubere experimen- 
telle Durchführung ist, theoretisch äußerst einfach. Man wählt 
drei konkret vorgegebene Farben — als Eichfarben — aus, 
zwischen denen keine lineare Beziehung besteht, d.h. von denen 
keine aus den beiden anderen mischbar ist. Diese darf man 
drei beliebigen nichtkomplanaren Vektoren des Büschels zu- 
ordnen, entsprechend den neun willkürlichen Koeffizienten, die 
hei der allgemeinsten (homogenen) affinen Transformation 
verfügbar sind. (Ein beliebiges nichtkomplanares Vektor- . 
tripel ist mit jedem anderen ,,kongruent* im Sinne der affinen 7 
Geometrie.) Ist nun eine vierte Farbe konkret gegeben, so 
stellt man durch Mischen experimentell die lineare Gleichung 
her, die zwischen den vier Farben jedenfalls besteht. Sind 
A, B, C die Eichfarben, F die vierte Farbe, so hat man wie 
oben Gleichung (3) 


(3) 


aC. 

Die Vorzeichen der x ,, die wir als Farbkoordinaten (auch Eich- 
werte) von F, bezogen auf A BC als Eichfarben, bezeichnen, 
können verschieden verteilt, eines davon muß jedenfalls positiv 
sein, weil links eine wirkliche Farbe steht. Entweder wird eine 
der 4 Farben aus den drei übrigen mischbar sein oder ein ge- 
hörig dosiertes Gemisch von zweien ist einem gehörig dosierten 
Gemisch der beiden anderen gleich. Jedenfalls läßt sich aus 
obiger Gleiehung der zu F gehörige Vektor konstruieren und 
die x, sind einfach seine affingeometrischen Komponenten be- u 
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zogen auf A, B, C als Grundvektoren.') Konstruiert man auf 
diese Weise die Mannigfaltigkeit von Vektoren, welche den homo- 
genen Lichtern eines konkret vorgegebenen Spektrums ent- 
spricht, so bilden sie einen gewissen Kegel, den Spektralkegel, 
auf dessen Mantel die Vektorspitzen eine gewisse Kurve ein- 
zeichnen. Nicht die Lage des Kegelmantels, wohl aber die be- 
sondere Führung dieser Kurve ist abhängig von der speziellen 
Energieverteilung des vorliegenden Spektrums, indem die 
Kurve durch Erhöhung der Energie an einer Stelle des Spek- 
trums vom Ursprung weiter hinausgerückt, durch Verminderung 
näher an den Ursprung herangezogen wird. Uns interessiert 


vor allem die völlig unveränderliche (natürlich im affin- 
geometrischen Sinn) Gestalt des Kegelmantels. Seine wichtigste 


Eigenschaft ist diese. Zwar besitzt der Mantel zwei ebene 
Zwickel. Es sind das 
die von König sogenann- 
ten Zwischenstrecken von 
A = 680 bis A = 655 und 
von A = 430 bis 2 = 475, 
die Zwickel ROG und 
VOlder Fig. 3. (In der 
Figur ist auch noch zur 
besseren Verdeutlichung 
der Schnitt des Spektral- 
kegels mit einer willkürlich gelegten Ebene gezeichnet.) 


Fig. 3. Der Spektralkegel. 


Auf jeder dieser Zwischenstrecken — sie umfassen die 
Abstufungen des Orange und des Indigo — ist aus zwei 


Spektralfarben jede zwischen ihnen liegende Spektralfarbe 


mischbar. Im übrigen aber kommt es nicht vor, daß drei er- 
zeugende des Kegels in einer Ebene liegen. Der Kegel hat keine 
Wendegeneratrix, sondern ist einsinnig gerollt, und zwar nicht 
so stark gerollt (man denke an das Herstellen einer Düte), 
daß ein komplanares Generatricentripel auf andere Weise sich 
einstellen wjirde. 


1) Als Vektorkomponenten bezeichnet man zuweilen noch etwas 


anderes, nämlich die Orthogonalprojektionen auf die Koordinaten- 


richtungen. Komponenten dieser Art kommen hier nicht in Betracht, 
weil das Senkrechtstehen ohne Bedeutung ist. In der metrischen 
teometrie stehen die beiden Kompenentenarten bekanntlich im Ver- 
hältnis kovariant-kontravariant. Sie fallen numerisch zusammen, 
wenn die Grundvektoren paarweise orthogonal und gleich lang sind, 
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Die ebenen Zwickel bilden die Ränder des Mantels. Deunoch, 
wenn man das Spektrum gegen ein Ende hin durchwandert,, 
so nimmt der Farbvektor die Randlage ein, noch bevor das 
Ende des sichtbaren Spektrums erreicht ist. Von da an zieht 
er sich, ohne seine Richtung zu ändern, in sich selbst zurück. 
Das bedeutet, daß in diesen Endstrecken (König) jede Farbe; 
aus jeder anderen durch bloße Änderung der objektiven In-, 
tensität heistellbar oder, wie wir oben sagten, von gleicher 
Reizar’ Kries) ist. Wegen dieser Mischbarkeit aus einer 
bzw. a.» cwet Farben heißen die End- bzw. Zwischenstrecken 
auch mono- bzw. dichromatisch. Zwischen ihnen liegt die 
Mittelstrecke, auf welcher der Spektralkegel durchwegs konvex 
gekrümmt ist. Ich gebe noch einen Überblick über die Lage 
dieser fünf Spektralteile, deren Abgrenzungen gegeneinander 
aber naturgemäß nieht scharf bestimmbar, wohl auch von 


1.Zwi- 2.Zwischerl 2 End- 
1. Endstrecke Mittelstrecke 
A- 700 600 500 
di dich 
3 monochromadh, cro | trichromatisch ante 
orange geib grün blau indigo wolett 


ro 
4 Fig. 4. 


\uge zu Auge ein wenig wechselnd sind, Mischt man zweı 
Farben von den beiden Endstrecken miteinander in wechseln-, 
dem Verhältnis, so erhält man alle möglichen Purpurtöne, und 
zwar die gesättigtesten, die sich herstellen lassen. Die Farb- 
vektoren erfüllen den ebenen Zwickel RG V, der den Spektral- 
kegel zu einer geschlossenen Düte ergänzt. Da nun jede be 
liebige Farbe sich durch irgendein Licht muß darstellen lassen, 
das irgendwie aus Spektrallichtern gemischt ist, ja sogar, wie 
wir wissen, durch eine Mischung von nicht mehr als zwei 
Spekträllichtern, so folgt. daß nur die Vektoren im Inneren 


jener Düte — diese aber auch alle — reelle Farbvektoren sind. 
Auch die drei Kichfarben, von denen wir ausgingen, müssen 
im Innern oder auf dem Rande der Düte liegen. — : 


Von der ungefähren Verteilung der Farben im Inneren machen | 

wir uns ein anschauliches Bild dureh die Überlegung, daß irgend- , 

wo im Innern die Vektorrichtung liegen muß, welche dem Weiß —, 
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_ etwa Sonnenlicht entspricht. Das Kbenenbiischel durch 
Ses Richtung zerfällt die Gesamtheit der Farben in Gruppen, 
derart, daß Farben, die auf derselben Halbebene des Büschels 
liegen, aus derselben Spektralfarbe (oder demselben gesättigten 


Purpurton) durch „Verdünnung mit Weiß‘ hervorgehen. Sie 
bilden nach dem allgemeinen Sprachgebrauch — unge- 


sättigtere Abwandlungen dieser Spektralfarbe (dieses Purpurs), 
und zwar um so ungesättigter. d.h. weißlicher, je näher sie 
dem Weiß liegen. Dabei ist scharf zu betonen, daß dieses 


„am so je“ nur eine Bedeutung hat für denselben Farbton, 
a h. in derselben Halbebene. Die Winkel, die zwei mit Weiß 
nicht komplanar> Vektoren mit der Weißriehtung bilden, 


liefern kein Maß für die relative Sättigung der beiden Farben; 

ein solehes existiert auf unserem gegenwärtigen Standpunkt 
überhaupt nicht, weil diese Winkel durch affine Transformation 
völlig verzerrt, ihr Verhältnis umgekehrt werden kann. 

Farbenpaare, die mit Weiß komplanar sind und das Weiß 
‚einschließer , sind komplementär im weitesten Sinne des Wortes: 
aus ihnen läßt sich, bei gehöriger Dosierung, Weiß mischen. 

Farbenpaare gleicher Rachtung (ineinanderliegende Vek- 
toren) sind, wie schon oben erwähnt, von gleicher Reizart 
(gleichem Farbton und gleicher Sättigung, nach dem Sprach- 
gebrauch); und zwar entsprechen natürlich den liehtschwächeren 
Farben die kürzeren Vektoren. Auch hier gilt aber eine ähn- 
 liehe Bemerkung, wie oben bezüglich der Sättigung gemacht : 
aus dem Liingenverhiltnis von Vektoren verschiedener Richtung 
“Bt sich durchaus kein Schluß auf das Lichtstärkenverhältnis 

ziehen. Solche Vektoren haben vom affingeometrischen Stand- 
Pe folglich auch vom Standpunkte der niederen Metrik 
als völlig inkommensurabel zu gelten; das Lichtstärkenverhält- 
nis von Farben verschiedener Reizart entzieht sich bis jetzt 
völlig unserer Beurteilung. 

Es ist wichtig, darauf zu achten, daß der so durch 
Hervorhebung der Weißrichtung gewonnenen Orientierung 
im Farbenraum etwas Willkürliches anhaftet. Das Weiß, als 
Farbe des Sonnenlichtes, ist weder durch die etwa besonders 
einfache Zusammensetzung dieses Lichtes, noch etwa durch 
‚irgendwie hervorstechende Lage des zugeordneten Vektors, 
sondern einzig und allein psychologisch ausgezeichnet durch 
die besondere Rinfachheit des Eindrucks oder besser gesagt 
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durch das Aufhören des Urteils über den Farbton ohne Auf- 
hören der Gesichtsempfindung. Daß diese psychologische 
Sonderstellung einem physikalisch in keiner Weise ausgezeich- 
neten Lichtgemisch -— schwarzer Strahlung von etwa 7000° € 
zukommt, erklärt sich ungezwungen aus der Stammes- 
geschichte bzw. aus der Entwicklungsgeschichte des Sinnes- 
organes. Denn fast ausschließlich unter der Einwirkung dieses 
Lichtgemisches ist unser Auge entstanden, hat es sich entwickelt 
und seine gegenwärtige Funktionsform angenommen. Daß 
dieses Lichtgemisch für die so entstandene Farbwahrnehmung 
eine ausgezeichnete, zwischen den möglichen Extremen ver- 
mittelnde Rolle spielt, ist nicht verwunderlich; ist doch, nebenbei 
bemerkt, auch für die merkwürdige Koinzidenz des Energie- 
maximums der Sonne mit dem Helligkeitsmaximum in einem 
Spektrum von konstanter Energie die einzige ungezwungene 
Erklärung die phylogenetische; an der Stelle des Energie 
maximums und zu beiden Seiten desselben war die Entwick- 
lung hoher Liehtempfindlichkeit sozusagen am rentabelsten, 
wenn es auf möglichst deutliche Wahrnehmung der Gegenstände 
auch bei schwacher Beleuchtung ankam. 
Aber keineswegs hebt diese phylogenetisch plausible Er- 
klärung die weitgehende Unbestimmtheit in der Definition des 
„Weiß“. Diese Unbestimmtheit ist doppelter Art; erstens 
eine physikalische, da die Zusammensetzung des Sonnenlichtes 
keine scharf bestimmte ist, sondern mit Tages- und Jahreszeit 
wechselt; zweitens eine physiologische, da die Farbe -— 
i. e. gleichaussehende Lichtergruppe —, der wir den Farb- 
ton absprechen, mit der Stimmung des Auges sehr bedeutend 
variiert. Auch das heute fertig vorliegende Auge ist geneigt, 
nach nur minutenlanger Gewöhnung an eine andere als Sonnen- 
beleuchtung sein Urteil der Beleuchtung anzupassen und ent- 
weder dieses vorherrschende Licht ‚selbst oder ein ihm näher 
gelegenes als farbtonfrei anzuerkennen, dafür aber dem Sonnen- 
lieht, wenn es in dieser Umgebung vereinzelt auftritt, einen 
dazu komplementären Farbnamen zu geben. Damit soll nichts 
darüber gesagt werden, ob das, was jeweilig als „Weiß“ be 
zeichnet wird, psychologisch immer dasselbe ist oder nicht (ich 
halte dafür, daß es dasselbe ist). Nach unserer metrischen 
Definition der Farbe ist es eıne andere Farbe (vgl. oben § 1), 
und darauf kommt es für uns an, weil unser Farbbegritf der 
29* 
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einzige metrisch faßbare, der psychologische dagegen an und 
für sich schwankend und metrisch nicht erfaßbar ist. 

Aus alledem geht hervor, daß die Orientierung im Farben- 
raum an der Hand der Weißrichtung keine sehr prinzipielle 
Sache ist, sondern nur eine Vorstellungshilfe. Wir können sie 
zu einer völlig scharfen machen durch exakte physikalische 
Festlegung des Lichtgemisches, das als Weiß bezeichnet werden 
soll; aber darin liegt Willkür, wir können rein formal auch 
einem ganz beliebigen, ganz und gar nicht weißen Gemisch 
diese Rolle des Wegweisers übertragen.!) Freilich werden dann 
Bezeichnungen wie „ungesättigtere Abwandlung desselben Farb- 
tons” für Mischungen-mit diesem Standardlicht völlig haltlos; 
aber das werden sie für ein geeignet umgestimmtes Auge auch 
wenn wir Sonnenweiß als Standard wählen. 

Viele Beobachter geben an, daß ganz abgesehen von der 
Stimmung des Auges eine Farbe ihren Farbton auch dann 
ändert, wenn man sie mit demjenigen Weiß vermischt, das bei 
der eben herrschenden Stimmung wirklich tonfrei erscheint”); 
ja selbst dann, wenn man ihre Zusammensetzung gar nicht 
ändert, sondern nur ihre objektive Intensität herabsetzt.3) 
Die Bezeichnung „gleicher Farbton“ paßt dann nicht einmal 
auf das, was wir, nur um einen kurzen Ausdruck fiir den rein 
objektiven Sachverhalt zu haben, als Farben gleicher Reizart 
bezeichnet haben. Ich will hier nur hervorheben, daß auch 
diese merkwürdige Tatsache unsere Überlegungen in keiner 
Weise stört. Vom Standpunkte der niederen Metrik, die nur 
auf dem absoluten Gleichheitsurteil aufgebaut ist, ist jedes 
darüber hinausgehende Farburteil, „gleichhell‘, 
„gleich im Farbton‘ oder dergleichen etwas Akzessorisches, 
worum sie sich nieht zu kümmern hat, wofür sie inkompetent 
ist und wovon sie höchstens zur beilänfigen raschen und be- 
quemen Bezeichnung, aber niemals zur exakten Begriffs- 


besonders: 


- bestimmung Gebranch machen dar”, 


I) Vgl. von Kries, in W. Nagels Handbuch der Physiologie 
des Menschen, Bd. Ill 1, S. 116 (Braunschweig, F. Viehweg, 1904). 

2) Vgl. die dritte der obzitierten Abhandlungen von Helm - 
holtz, dann W. Abney, Proc. Roy. Soc. A. 88. S. 120. 1910. Die dort 
experimentell hergestellten ‚„Farbtöngleichungen“ Abneys gehören 
durchaus der höheren Farbenmetrik an. 


3) Vgl. besonders F. Exner, Wiener Ber. IIa 111. S. 857. 1902, 
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In den letzten Paragraphen des II. Teils werden wir auf 
diese Erscheinungen zurückzukommen haben. 


$ 7. Theoretische Koordinatenbestimmung. 

Die Aufgabe, zu einer beliebigen Farbe die Koordinaten 
bzgl. dreier Eichfarben zu finden, dachten wir uns oben, im 
Anfang des $ 6, experimentell gelöst durch wirkliche Her- 
stellung der betreffenden Farbengleichung. Dazu muß die 
Farbe natürlich in conereto gegeben sein, und zwar in einer Form, 
die das Experimentieren mit ihr zuläßt; dagegen braucht die 
spektrale Zusammensetzung des betreffenden Lichtes — seine 
Wellenlängenfunktion f(A) -- nicht bekannt zu sein. Wir be 
trachten jetzt den umgekehrten Fall, daß ein Licht nur zahlen- 
mäßig durch seine Wellenlängenfunktion gegeben und die Auf- 
gabe gestellt ist, den zugeordneten Farbvektor rein rechnerisch 
aufzufinden, 

Die Aufgabe ist lösbar, sobald cin Spektrum von bekanr ter 
Energieverteilung experimente!l „durchgeeicht“, d.h. die Ko- 
ordinaten der kontinuierlichen Folge reiner Lichter dieses 


20 


Spektrums experimentell durch wirkliche Herstellung der 
Farbengleichungen als drei kontinuierliche Funktionen der 
Wellenlänge aufgefunden sind. Man nennt das die Eichfunk- 
tionen oder, in graphischer Darstellung, die Aichkurven für 
dieses Spektrum, natürlich "bezogen auf drei vorab gewählte 
Eichfarben. Fig. 5 zeigt die Eichkurven vom Interferenz- 
‚spektrum des Sonnenlichtes!) bezogen auf drei Spektralfarben, 


1) Umgerechnet aus den „Elementarempfindungskurven‘“ (s. u.) 
Dietericis nach A. König und ©, Dieterici, Zeitschr: f. Psychol. 
u. Physiol, d. Sinnesorgane 4. S. 241ff. 1892. ahead 


deren erste mit dem Rot der Endstrecke, die zweite mit dem 
Grün A = 505 yp, die dritte mit dem Violett der Endstrecke 
der Reizart nach übereinstimmt. Die Intensitäten der Eichlichter 
sind jedoch nicht so gewählt, wie sie an drei irgendwie be- 
stimmten Stellen des Spektrums unmittelbar sich darbieten; 
sondern zunächst ihre Verhältnisse so, daß die drei Eichfarben 
gemischt Weiß, d.h. eine Farbe von der Reizart des Sonnen. 
lichtes ergeben würden. Für die Eichkurven hat das, wie wir 
sogleich sehen werden, zur Folge, daß der zwischen einer von 
ihnen und der Abszissenachse eingeschlossene, algebraisch be- 
rechnete Flächeninhalt für alle drei der gleiche ist. Der Maß 
stab ist dann willkürlich so gewählt, daß dieser konstante 
Flächeninhalt gleich 1000 wird - - welehe Willkür die schwierige 
Angabe der absoluten Tsichtstärke der Eichfarben ersetzt bzw. 
entbehrlich macht. 

Unabhängig von der besonderen Art des durchgeeichten 
Spektrums ist an diesen Eichkurven das Verhältnis je dreier 
Eichwert , die zu derselben Abszisse (Wellenlänge) gehören; 
denn eine Vermehrung der Lichtstärke (Energie) an einer 
Stelle des Spektrums ändert alle drei Eichwerte in demselben 
Verhältnis. Durch die kontinuierliche Folge jener Verhältnisse 
ist die Gestalt des Spektralkegels affingeometrisch gegeben. 
Die genaue Gestalt der Kichkurven ist dagegen von der Energie- 
_verteilung noch weitgehend abhängig, so daß durch geeignete 
Wahl der letzteren einer von den Eichkurven sogar eine ganz 
beliebige Gestalt im sichtbaren Teil des Spektrums gegeben 
werden könnte!); die der beiden anderen wäre damit aller- 
dings schon eindeutig festgelegt. 

Zu einiger Unklarheit kann bei diesen und ähnlichen 
Überlegungen der Begriff der Energieverteilung des vorgelegten 
Spektrums führen. Man hat darunter keineswegs etwa die 
_ Wellenfunktion ® (A) — im oben definierten Sinn — der Licht- 
quelle zu verstehen, die zur Erzeugung des Spektrums dient. 
Die Energieverteilung hängt nicht nur von dieser. sondern 
auch von der Art der spektralen Zerlegung ab. 

jetrachten wir einen Raumpunkt im Spektrum, so wird 
er von dem Licht eines kleinen Wellenlängenbereiches. 3 bis 


1) Nur an dem Vorzeichen dex Kichwertes läßt sich nichts 


ändern! 
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A + AA, getroffen. Wie groß dieser Bereich ist, hängt von der 
Stärke der Dispersion dr/dA (wo x eine Raumkoordinate ent- 
lang dem Spektrum) und von der Breite des Spaltbildes ab. 
Die Wellenlingenfunktion des Spektrallichtes, g (A), das in dem 
hervorgehobenen Raumpunkt herrscht, ist überall Null, außer 
zwischen A und A + AA; hier kann sie als konstant gelten, und 
stimmt bei geeigneter prismatischer Anordnung bis auf die 
Reflexionsverluste mit ® (A) der Lichtquelle überein. Daß 
hier (A) und ® (A) übereinstimmen, ist aber durchaus nicht 
so unmittelbar einleuchtend, wie in den meisten Darstellungen 
des Sachverhaltes stillschweigend angenommen wird, sondern 
ist eine Folge des Sinussatzes der geometrischen Optik, wonach 
bei jeder optischen Abbildung der räumliche Winkel eines 
(kleinen) beleuchtenden Strahlenkegels sich im umgekehrten 
Verhältnis der Flächenvergrößerung ändert, so daß das Pro- 
dukt: Raumwinkelelement x Flächenelement konstant bleibt. 
Das (A) eines Spektrallichtes ist also, was wir eine 
‚Rechteekfunktion‘“ nennen können. Für die Intensität wird 
es auf die Fläche dieses Rechteckes ankommen, also auf das 
Produkt: Höhe ® (A) x Grundlinie AA. Dieses Produkt als 
Funktion von A ist das, was wir unter der Energieverteilung 
verstanden wissen wollen. Von seinen beiden Faktoren ist nur 
der erste ausschließlich von der Lichtquelle, der zweite dagegen 
ausschließlich von der Art der Zerlegung abhängig. 
Nach dem oben Gesagten ist AA der Quotient aus Spalt- 
hildbreite und Dispersion ad 
dx 


4) ist also erstens im ganzen Spektrum proportional der 
Spaltbreite und hängt von der Wellenlänge aus zwei Gründen 
ab: erstens weil die Vergrößerung etwas variiert, zweitens 
weil die Dispersion — im prismatischen Spektrum stark — 
variiert. Arbeitet man in der Nähe des Minimums der Ab- 
lenkung, so kann die Variation von b vernachlässigt werden; 
die gegen Violett stark anwachsende Dispersion gibt dann ein 
richtiges Bild von der Entstellung, welche die Lichtfunktion ® (A) 
der Lichtquelle durch die Art der Zerlegung erleidet. 

Arbeitet man mit einem Gitter und entwirft das Spektrum 
zu beiden Seiten der Gitternormale, so liegen die Verhältnisse 
theoretisch am einfachstem; weil sowohl b als daz/di annähernd 
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486; an: 
unabhängig von A sind. Die Energieverteilung ist dann ein 
getreues Bild von ® (A), nämlich gleich ® (2) mal einem kon- 
stanten kleinen A-Intervall. Praktisch sind allerdings gerade 
bei Gittern wegen des eigenartigen, völlig unübersehbaren Ein- 
flusses der Furchenform erhebliche, der Theorie schwer zu- 
gängliche Komplikationen zu fürchten Demungeachtet halten 


‘wir uns berechtigt, im folgenden der Einfachheit halber die 


A 


‘Rechnung stets nur für ein ideales Gitterspektrum anzusetzen ; 
wir werden also nach all diesen kritischen Zwischenbemerkungen 
für die Energieverteilung, d. h. für die Fläche unserer spektralen 
Rechteckfunktaonen jetz! dennoch annehmen 

wo ( eine kleine Konstante von der Dimension einer Länge. 
® (2) die Z-Funktion der Lachtquelle b. deutet. 

Wenden wir uns nun wieder der am Anfang dieses Para- 
graphen gestellten Aufgabe zu, zu einer gegebenen Wellen- 


längenfunktion, sagen wir f(A), den zugehörigen Farbyektor 


oder die drei Farbkoordinaten rechnerisch zu finden. Als be- 
kannt setzen wir die drei Eichfunktionen x, (A), a, (A). 13 (A) 
voraus für ein Spektrum von der eben betrachteten Energie- 
verteilung. Teilen wir das sichtbare Wellenlängengebiet in 
nm gleiche Absehnitte, etwa von der klemen Länge C, so können 
wir das Licht f (A) auffassen als eine Superposition von n-Spek- 
trallichtern, welche aus den im Spektrum direkt vorliegenden 
je durch Multiplikation mit dem Quotienten f (A)/® (A) hervor- 
gehen. Die Koordinaten eines solehen Spektrallichtes sind 
f(A) x, (A) f(A) z, (A) fü) x, (A) 


daher die Koordinaten der Farbe von f (A) 


(5) Va Ye 
1 1 1 u 


Diese Summen dürfen wir uit himeichender Genauigkeit 
durch bestimmte Integrale ersetzen. Wir finden also für die 
gesuchten Farbkoordinaten von f(A) die drei Zahlen: 


(6) di, of di, of © di. 

Was die Konstante C betrifft, so bietet ihre experimen- 
telle Ermittelung meist kein besonderes Interesse. Man macht 


7 
| 
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sie überflüssig durch die oben .schon erwähnte Normierung 
der Eichfunktionen. Eine besonders einfache analytische Ge- 
stalt erhalten nämlich die Koordinaten desjenigen Lichtes, 
von dem das. Spektrum entworfen wird; für f=® erhält 
man ja 


(7) di, di, 5 adh. 


Ändert man nun den Maßstab von zweien der Kichkurven 
willkürlich derart ab, daß die drei Integrale gleich werden, so’ 
erhält das Beleuchtungslicht drei gleiche Farbkoordinaten. 
d.h. man hat damit solche drei Lichter der vorab gewählten 
Reizarten zu Kichlichtern gewählt, die, gemischt, mit dem Be- 
leuchtungslicht gleichaussehen. Auf die absolute Lichtstärke 
der Eiehfarben kommt dann in der Regel nicht mehr viel an, 
und ebensowenig darauf, ob das Beleuchtungslicht als Norm 
gewählt wird gerade in derjenigen Lichtstärke, in der es wirk- 


lieh vorliegt oder in irgendeiner anderen, z. B. der C-fachen 
Man darf darum — und pflegt das zu tun den Maßstab 


aller drei Kichkurven proportional derart abändern, daß die 
drei Integrale irgendeinen runden Wert erhalten, etwa 1000; 
und kann dann, unter Fortlassung des Faktors 1/C. geradezu 
das Tripel 

1000, 1000, 1000 


als Koordinaten des Beleuchtungslichtes ansprechen; freilich 
nicht in der wirklich vorliegenden Lichtstärke, sondern eben 
in der C-fachen, 

Nach dieser Abmachung werden dann die Farbkoordinaten 
des Lichtes f (A) 
\ . . 
usw. Man erkennt, daß zu ihrer Berechnung eigentlich nicht 
die gesonderte Kenntnis von f(A) und @ (A), sondern nur des 
Quotienten f/® als Funktion der Wellenlänge notwendig ist, 
den man als die relative Lichttunktion des vorgelegten Lichtes 
bezogen auf das Beleuchtungslicht als Norm bezeichnen könnte. 
Für ein Licht f(A), das wir uns jetzt wieder in conereto vor- 
liegend denken, ist die Aufnahme dieser relativen Isichtfunktion 
mit dem Spektrophotometer eine einfache Sache, wenn das 
Beleuchtungslicht, für dessen Normalspektrum die Eichkurven 
gelten, in eonerete vorliegt. So läßt sich also diese zweite 


D 
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theoretische Methode der Koordinatenbestimmung auch für 
ein konkret vorgegebenes Licht, dessen f(A) von vornherein 
unbekannt ist, durchführen. Und zwar ist die Methode auch 
in diesem Falle mit Recht als eine theoretische zu bezeichnen, 
ungeachtet der spektrophotometrischen Messungsreihe, welche 
dazwischen tritt. Denn diese ist nicht eine farbenmetrische in 
unserem Sinne, es handelt sich dabei nur um einen Intensitäts- 
vergleich von auch physikalisch ganz gleich zusammengesetzten 
Spektrallichterpaaren, der ebensogut von einem farbenblinden 
Becbachter oder von einem Bolometer geleistet werden kann 
(vgl. Einleitung). Das fundamentale Farbengleichheitsurteil spielt 
dabei nur eine Hilfsrolle, den souveränen Teil seiner Arbeit 
hat es durch Aufnahme der Kichkurven ein für allemal er- 
schöpfend geleistet. 


§ 8. Wechsel der Eichfarben oder des Koordinatensystems. 

Es kann der Fall eintreten, daß man die Koordinaten einer 
Anzahl von Farben, etwa der Spektialfarben eines Spektrums 
oder auch noch anderer Farben kennt bezüglich eines bestimmten 
Kichfarbentripels und daraus die Koordinaten bezüglich eines 
neuen Eichfarbentripels ableiten will. Dazu müssen natürlich 
die neuen Eichfarben irgendwie eindeutig gegeben sein; wir 
wollen annehmen, daß ihre neun Koordinaten bezüglich der 
alten Eichfarben nach einer der angegebenen Methode er- 
mittelt worden sind und numerisch vorliegen. Rechnerisch 
läuft die Aufgabe natürlich einfach hinans auf die Transforma- 
tion von emem auf ein anderes System affiner Vektorkoordi 
naten, d.h. die neuen Koordinaten werden homogen-lineare 
Funktionen der alten sein — eine atfine Transformation, wie 
wir sie schon oben, freilich mit etwas anderer Bedeutung, 
kennen selernt haben.!) 


1) Oben, $ 5, hat es sich darum gehandelt. daß der gewöhnliche, 
cuklidisch-metrische Raum allen möglichen affinen Transformationen unter- 
worfen gedacht werden muß, um ihn von allen denjenigen Beziehungen 
zu befreien, die er für unsere Anschauung besitzt, die aber für den 
Farbenraum bedeutungslos sind. Ein Wechsel eines etwa schon gelegten 
Koordinatensystems war damit nicht verbunden, dieses mit allen etwa 
darin lokalisierten Farbvektoren wurde von der Transformation mit- 
genommen. Jetzt behalten alle Farbvektoren ihre Lage, es werden nur 
drei andere als Grundvektoren ausgesucht und das ist der G Grund. _ warum 
die Koordinaten ihre Werte ändern. 


= 
| 
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Sei also F eine beliebige Farbe. F,, F,. F, die alten Eich- 


farben und 
(8) b= 4, F, + 2, PF, + aF, 


ferner seien die neuen Eichfarben A. B, C und 
A a, F, + a, + ag Fs, 
(9) B = b, F, + b, F, + bg Fs, 
| C F, ~ F, + Cg F,. 


Wir suchen Ange neuen Koordinaten von F, also drei Zahlen, 
sagen Wir Ya, Yo, Ye, welche der Farbgleichung genügen sollen 


(10) F=y,A+y,B+ y, ( 


Setzen wir hier für 4, B, C ihre Werte aus (9) und ordnen | 
nach F,, Fy, F,, so kommt 


| F = (a, Yo + by yn + ye) = 
(11) Ya + Yn + Cy y.) 

| (Ag Ya bs Yo Ca Ye) Fs. 


Der Vergleich mit (8) ergibt die drei gewöhnlichen Glei- 
chungen 


| Bs He — He | = 


aus denen die y eindeutig zu berechnen sind, wofern nu 


a by & 

N : alae 
ag, U3 


Das ist aber bekanntlich genau die Bedingung dafür, daß 
die drei zu A, B, C gehörigen Vektoren nicht komplanar seien, 
was selbstverständlich gefordert werden muß, wenn die drei 
Farben als Eichfarben verwendbar sein sollen. 


Noch etwas rascher und übersichtlicher kommt man zum 
Ziel, indem man einfach für die Verträglichkeit der 4 Farben- . 
ey gem (8) und (9), als homogene Gleichungen in F,, Fy, 

3 und 1 aufge A die gewohnte Bedingung des Verse Kindes ops 
Determinante ansetzt 


nn. 
| 
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a4) 
{ | - 

\ . 
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So gewinnt man mit einem Schlag die definierende Farben 


gleichung für die neuen Koordinaten. Entwickelt 


dh, (le Ug 1 Tg 


(14’) & 4 F - A—... 


woraus sich ablesen läßt 


, & 
Ya = 
Ag 
{15) Cy 
| b, ds 
- 13 0% 
Ay 
b, b, b, 
C, Cy Cs 


: 


usw. Vergleicht man das System dieser, 


wie vorausgesehen, 


lautet sıe 


linear homogenen Umrechnungsgleichungen für die Koordinaten 
mit den Farbengleichungen (9), so erkennt man, daß die Farb- 
koordinaten und die Farben selbst sich kontragredient trans- 
formieren; was trotz des höchst einfachen Sachverhaltes an- 
gemerkt zu werden verdient, weil zwischen diesen beiden Arten 


von Transformationsformeln nicht immer mit 


hinreichender 


-Schärfe geschieden zu werden pflegt. Unsere Aufgabe erscheint 


‘damit allgemein gelöst. 


Zwei besondere Fälle, für später wichtig, sind nun noch 
ins Auge zu fassen. Wie oben schon erwähnt, ist es sehr viel 
leichter, die Reizart einer Farbe mit Worten und Zeichen fest- 


‚zulegen, als auch ihre objektive Lichtstärke. 


Erst beide An- 


‘gaben zusammen entsprechen der Angabe der Absolutwerte der 


Farbkoordinaten, während die Kenntnis der Reizart genau auf 


3 
4 
Ay 
4” 
>= 
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die Kenntnis der Koordinatenverhdlinisse hinauskommt. . Wir 
haben oben gesehen, daß man, wenn von den ursprünglichen 
Fichfarben nur die Reizarten gegeben bzw. gefordert sind, die 
dann noch unbestimmte Aufgabe der Koordinatenbestimmung 
dadurch zu einer hinreichend bestimmten machen kann, daß 
man die Flächengleichheit der drei Eichkurven fordert; man 
wählt damit zu Eichfarben solche Farben der drei geforderten 
Reizarten, die addiert das unzerlegte Licht ergeben, mit dessen 
Normalspektrum operiert wird. Da dieses unzerlegte Licht — 
meistens einigermaßen den Namen Weiß verdient, wollen wir 
diese "zur Normierung nützliche Bedingung die ,,WeiBbedin- 
gung“ nennen. Sei nun diese Weißbedingung für die alten 
Kiehfarben erfüllt, d. h. sei 


- 


(16) F, + F, t F, = W, 


wo W die Farbe des unzerlegten Lichtes in irgendeiner be- 
stimmten Intensität. Seien ferner die neuen Kichfarben nicht, 
wie bisher angenommen, genau bekannt, sondern nur ihre — 
Reizarten, d. h. die 9 Koeffizienten auf der rechten Seite der 
Gleichung (9) sind nicht genau bekannt, sondern in jeder Zeile — 
ist noch ein Faktor unbestimmt, so daß das Koeffizienten- 
schema zu ersetzen wäre etwa durch 


| Aa, Ady Aas 


(17) wb, whe whe 


| 


Eine bequeme Form der notwendigen und hinreichenden, — 
Krginzung der noch unvollständigen Aufgabe zu vollkommener 
Bestimmtheit ist dann wieder die Forderung, daß auch 


(16°) A+B+C=F+FR,+F,=W 


1 v 177 v C3 . 


sein solle, d. h., daß die Weißbedingung auch in den neuen — 
Koordinaten gefordert wird. Drückt man links durch F,, 
F, F, aus und vergleicht die Koeffizienten, so ergibt sich 
, A a, uU b, 

(Is) 
| Aas + pb, + veg=1. 
Diese Gleichungen liefern A, a, » eindeutig, wenn die Deter-; — 


x 
| 
| 
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Wir nehmen jetzt an, daß die Koeffizienten a, .... 4 
schon in dieser Weise normiert seien, kehren also wieder zu 
_ unserer ursprünglichen Bezeichnungsweise. ohne A, u, v, zurück, 
wobei aber jetzt we 


18’) +, =, +. =, + =1. 
) 1 2 2+ 3 3 


_ Wir fragen uns noch, was das für die Koeffizienten der Trans- 


formation (15) zur Folge hat. Darüber belehrt uns folgende Um- 
formung der Determinante 


19) | €, 2 | e, 


nebst zwei analogen Umformungen. 
Während also die Forderung der Weißbedingung in beiden 
Koordinatensystemen für das Koeffizientenschema der Farb- 
-_gleichungen (9) zur Folge hat, daB die drei Koeffizienten jeder 
Kolonne zur Summe 1 geben, geben dann in den Trans- 
formationsformeln (15) die Koeffizienten jeder Zeile die 
Summe 1. 


Der zweite Spezialfall, den wir betrachten müssen, soll 

uns aufklären über die Veränderung, welche die drei Eich- 
kurven beim Wechsel der Eichfarben erleiden. Die Trans- 
formation (15), gültig für das Koordinatentripel einer beiie- 
_ bigen Farbe, gilt natürlich auch für die kontinuierlichen Folgen 

der Eichwerte der Spektralfarben, wenn wir 2,... 2, und 
Ya--.4. als die betreffenden Funktionen von A auffassen. 
Jede neue Eichkurve ist also eine gewisse Superposition mit 
konstanten Koeftizienten von den drei alten. 

Zunächst ist klar und geht aus den ausgeschriebenen 
Formeln (15) sogleich hervor, daß, wenn die Reizart (Richtung) 
der Eichfarben erhalten bleibt und bloß ihre Lichtstärke (Länge) 
abgeändert wird, daß dann die Gestalt der Kichkurven erhalten 
bleibt und nur jede mit einem konstanten Faktor multipli- 
ziert wird. Eine solche Veränderung wollen wir für den Augen- 


blick als unwesentlich ansehen, 
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Nun betrachten wir zweitens den Fall, daß nur eine der 
Kichfarben, etwa F,, abgeändert wird 
Roi, | 
und zwar «oll F, auch" nicht beliebig verschoben werden, 
sondern in der Ebene F,F,. Das heißt die Vektoren F,, F, 
C sind komplanar oder 


In die Formeln (15) eingesetzt ergibt das 
¢ 


Eine Formveränderung erleidet also in diesem Faile nicht 
diejenige Eichkurve, deren zugehörige Eichfarbe abgeändert 
worden ist, sondern nur eine der beiden anderen, und zwar 
diejenige, deren Farbvektor als Schnitt der beiden erhalten ge- 
bliebenen Ebenen des Grunddreikantes erscheint. Dieser Eich- 
kurve superponiert sich die Eichkurve, deren Farbe abgeändert 


° . . e 
worden ist, mit einem gewissen Faktor | — =). 


Hätte man F, beliebig abgeändert, so hätte sich die dritte 
Kiehkurve der ersten und der zweiten, je mit einem gewissen 
Faktor, superponiert. Dieses Resultat ist wichtig, weil es uns 
erkennen lassen wird, in welchem Grade die spektrale Ver- 
teilung der sogenannten Grundempfindungen durch die Ver- 
suche an Dichromaten festgelegt wird. Es kommen nämlich 
an gesunden Augen nur zwei Arten von Dichromasie vor, die 
sogenannte Rotblindheit bzw. Grünblindheit. Dadurch werden 
ım Farbenraum zwei Richtungen als dem Grundrot und Grund- 
grün entsprechend ausgezeichnet. Die dritte vom Standpunkte 
der Young-Helmholtzschen Theorie zu erwartende Form 
der Diehromasie, die Blaublindheit, kommt nur an schwer er- 


i 2 2 D 
0 0 1 
Es lautet also das Koeffizientenschema von (9) 
. | 0 0 | 
ale 
| 
3 
| 
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krankten Augen vor, deren Angaben weit weniger zuverlässig 
sind. Die Riehtung des Grundblau ist darum ziemlich unsicher. 
Unsere jetzige Betrachtung wird uns lehren, daß gerade die 
Verteilung der Blauempfindung im Spektrum durch diese Un- 
: sicherheit nicht berührt wird, sondern nur die Verteilungen 

von Rot und Grün, denen man je einen kleinen Bruchteil der 
5 Blauverteilung superponieren dürfte, ohne den Ergebnissen des 

Kixperimentes Gewalt anzutun. 


s 9 Irreelle Eichfarben. Die Young-Helmholtzsche Theorie. 

al Wir machen zunächst die einfache aber wichtige Bemerkung, 
daß rein rechnerisch natürlich die Möglichkeit vorliegt. die 
Farbkoordinaten auf beliebige drei * Grundvektoren umzu- 

reehnen, auch auf solche, die entweder alle drei oder von denen 

ein oder zwei außerhalb der im $ 6 beschriebenen Düte liegen, 

. so daß ihnen keine durch ein Licht realisierbare Farbe ent- 

j spricht. Auf diesem — und nur auf diesem — Wege kann man 

es erreichen, daß für alle reellen Farben alle drei Eichwerte 

positiv ausfallen; dazu muß das gewählte Grunddreikant die 
erwähnte Düte ganz umschließen, während jedes aus reellen 

Farbvektoren gebildete Dreikant, umgekehrt, von der Düte 

umschlossen wird. Und weil diese nicht selbst ein Dreikant 
ist, sondern teilweise gekrümmt, durchwegs aber konvex ver- 
läuft, wird es dann immer Farben geben, die aus den reellen 
Kichfarben nicht wirklich gemischt werden können, sondern 
einen oder zwei negative Eichwerte bekommen. 

i Natürlich müssen auch für solche viriuelle Eichfarben, aut 
die umgereehnet werden soll, ihre 9 Koordinaten bezüglich der 
alten, reellen, Kichfarben bekannt sein. Die Rechnung ist dann 
ganz die früher angegebene. Es wird aber nach dem dort ge- 
sagten auch genügen. wenn nur die virtuellen Reizarten, d.h, 
die Rachtungen der neuen Grundvektoren oder analytisch: die 

; % Koordinatenrerhältnisse bekannt sind; die Absolutwerte 

lassen sich dann, wie dort, durch die WeiBbedingung normieren, 

die neuen Grundvektoren ergeben dann, vektoriell addiert, 
das unzerlegte. Licht in derselben Intensität. wie die alten, 
reellen Kichlichter, 

Um ein Beispiel dafür zu geben, wie durch wirklich aus- 
seführtg Farbmessungen Richtungen im Farbenraum eindeutig 
festgelegt werden können, die außerhalb der reellen Farbdüte 


2 
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fallen, führe ich die von König vorgenonnnene Umrechnung 
auf die von ihm sogenannten Elementarempfindungen an. Als 
Grunddreikant wird dabei das kleinste Dreikant zewählt, il 
die reellen Farben ganz umschließt. Zwei -Kichfarben sind 

reell, nämlich die Endfarben des Spektrums (Richtung OR 
und O V, Fig. 3). Die dritte ist virtuell und fällt in die Sehnitt- 
kante der ebenen Zwickel ROG und VO I. Diese Festlegung — 
der dritten Reizart als Schnittlinie zweier Ebenen ist aueh im 
Sinne der affinen Geometrie eindeutig. 


a: 700 600 500 


Fig. 6. 


Fıg.6 zeigt die entsprechenden HKichkurven, die soge- 
nannten Elementarempfindungskurven. Dabei sind die Licht- 
stärken der Eichlichter (Längen der Grundvektoren) dureh 
die Weißbedingung festgelegt. 

Die schon von Newton erkannte Dimensionstatsache für 
normale Trichromaten wurde anfangs, als die genaue Gestalt 
des Spektralkegels noch nicht bekannt war, unbedenklich in 
der Form ausgesprochen, daß alle Farben sich aus drei Grund- 
farben mischen lassen. Als solehe wurden meist Rot, Grün, | 
Blau, auch wohl Rot, Grün, Violett angegeben. Th. Young 
war der eıste, der hieran die Hypothese knüpfte, daß als 
physisches Korrelat der Farbempfindung im Auge drei ver- _ 


schiedene Prozesse oder Enegungen gleichzeitig vorhanden 

sind, ohne einander zu stören. Die drei Grundfarben sollten — 
nur je einen dieser drei Pıozesse auslösen, alle übrigen Farben 
die drei Prozesse in wechselndem Verhältnis. Baraus würde 
sich ungezwungen die Gesamtheit der Mischungstatsachen er- 
klären, wenn man nur annimmt, daß die Stärke mit der 

irgendein gemischtes Licht, sagen wir, den ersten Grundprozeß | 

erregt, sich additiv zusammensetzt aus den Erregungsdiffe- 
rentialen, die von seinen monochoniatischen Bestandteilen 
für sich hervorgebracht würden. Wählt man die wahren 
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Grundfarben zu Kichfarben, dann wären die drei Kichwerte 
einer Farbe ein genaues Maß für die Erregungsstärke der drei 
Grundprozesse bei Darbietung dieser Farbe — wobei freilich 
die Einheit der Erregunsstärke für jeden Grundprozeß in will- 
kürlicher Weise, z. B. durch die Weißbedingung festgesetzt wird. 

Wir wollen uns hier von einer eingehenden Kritik dieser 
Hypothese, gegen die viele und schwere Einwände erhoben 
werden können, fernhalten. Am gewagtesten erscheint es, daß 
dabei jeder Farbe in unserem metrischen Sinn drei quantitativ 
bestimmte Erregungsstärken, also doch wohl ein ganz be- 
stimmter Zustand der betreffenden Netzhautstelle zugeordnet 
wird. Woher denn kommt es, fragt man sich, daß bei iden- 
tischem Zustand der Netzhautstelle so ganz verschiedene 
Empfindungen wie Braun und Goldgelb auftreten? Anhänger 
der Theorie lassen sich dann auch leicht dazu verleiten, diese 
Verschiedenheit der Empfindung hinwegdisputieren zu wollen 
und durch „unbewußte Schlüsse‘ zu erklären. Nun ist es zwar 
möglich, daß das physiologische Korrelat dieser Empfindungs- 
verschiedenheit wenigstens teilweise nicht in der Retina, sondern 
zentripetal gelegen ist (Zonentheorie von v. Kries); aber 
keineswegs fällt es zusammen mit dem physiologischen Korrelat 
der Vernunfttätigkeit (wie das Wort „Schluß“ andeutet), son- 
dern höchstens mit dem des anschauenden Verstandes. Was 
wir mindestens voraussetzen müssen, um die Hypothese in der 
einfachen Form aussprechen zu «dürfen, wie es oben geschehen, 
ist: gleicher Akkommodationszustand des Auges in allen Fällen. 
Denn daß bei gleichem Licht und, sagen wir nur, verschiedener 
Pupillenweate die gleichen Erregungsstärken ausgelöst werden, 
wäre natürlich ein Nonsens. Dieser Punkt brauchte uns aber 
für den gegenwärtigen Zweek nicht zu beschweren, weil Farben- 
glechungen auf der Netzhautmitte jedenfalls vom Akkommo- 
dationszustand unabhängig sind. 

Ungeachtet dieser Schwierigkeiten, auf die mit besonderem 
Nachdruck hingewiesen zu haben das Verdienst E. Herings 
ist, erweist sich die Youngsche Hypothese doch unentbehrlich 
als Arbeitshypothese, weil sie bis jetzt die einzige ist, die eine 
einfache Zusammenfassung der Messungsergebnisse ermöglicht. 

Die Bemerkungen am Anfang dieses Paragraphen sagen uns 
nun sofort, daß als Grundfarben im Sinne der Youngschen, 
von Helmholtz und König weiter ausgebauten, Theorie 
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keinesfalls drei reelle Reizarten gelten können, weil aus ihnen 
nicht wirklich alle anderen mischbar sind. Man könnte aller- 
dings auf das Auskunftsmittel verfallen, daß man zweisinnige 
Erregungsprozesse annimmt, die bei positivem” Eichwert in 
der einen, bei negativem in der anderen Richtung in Gang ge- 
setzt werden. Täte man das, so hätte man aber wieder die 
Auswahl zwischen allen möglichen nichtkomplanaren Vektor- — 
tripeln im Inneren der Düte; die Mischuntstatsachen an und 
für sich zeiehnen keines von ihnen aus; aus je drei linear un- 
abhängigen Farben lassen sich alle übrigen prinzipiell gleich 
gut mischen, sobald man auch die „uneigentliche“ Mischung 
gelten läßt. 


Bei näherer Überlegung erscheint es nun aber durchaus 
nieht ungereimt, daß den Grundfarben nicht Richtungen im 
Inneren, sondern außerhalb der Düte entsprechen könnten, 
virtuelle Reizarten, derart, daß die Düte ganz von dem Grund- 
farbendreikant umschlossen wird. Denn das bedeutet ja nur: 
kein Licht löst ausschließlich eınen Grundprozeß aus, sondern 
jedes wirkt auf alle drei, nur in wechselndem Verhältnis. Auf 
Grund photochemischer Tatsachen, ebenso auf Grund elektro- 
magnetischer Resonanzphänomene (wenn man etwa dergleichen 
zum Ausbau der Theorie heranziehen wollte) erscheint ein solcher 
Sachverhalt sogar weit wahrscheinlicher, als daß immer zwei 
von den doch wohl ähnlichartigen Prozessen völlig unempfind- 
lich sein sollten gegen ein bestimmtes Strahlengemisch, auf 
das der dritte stark anspricht. 


is wäre also gar kein Anstand, z. B. die obigen drei 
Klementarfarben Königs (von «denen übrigens nur eine, das 
Grün, virtuell ist) als Grundfarben anzusprechen und die in 
Fig. 6 gegebenen „Elementarempfindungskurven“ als Ver- 
teilung der Erregungswerte der drei Grundprozesse im Sonnen- 
spektrum. Das einzige, woran es auch jetzt wieder fehlt, ist 
ein zureichender Grund dafür, gerade dieses Dreikant vor allen 
anderen auszuzeichnen. Wieder leistet, sobald man sich einmal 
entschlossen hat, virtuelle Reizarten für die Grundfarben zu- 
zulassen, jedes Dreikant, das die Farbendüte umschließt, 
vom Standpunkte der bis jetzt angeführten Tatsachen ganz 
genau dieselben Dienste. keines ist vor allen anderen ausge- 
zeichnet. x 


| 


s 10. Beziehung zwischen Dichromaten und Trichromaten. 

Erinnern wir uns nun der Tatsache, daß es Personen gibt, 
deren Farbenraum nicht drei, sondern nur zwei Dimensionen 
hat, die Diehromaten. Die Entwieklungen der §§ 5—9 ließen 
sich ganz ebenso wie für das normale trichromatische auch für 
das diehromatische Auge durchführen, sie würden nur um vieles 
einfacher sein, da wir es mit einem ebenen statt mit einem 
räumliehen Vektorbüschel zu tun hätten. Wir brauchen das 
aber nicht auszuführen, da wir sogleich sehen werden, daß 
sich der Farbenraum des Dichromaten in viel einfacherer und 
dabei viel bedeutungsvollerer Weise direkt aus dem Farbenraum 
des Triehromaten ableiten läßt auf Grund eines einfachen, aber 
weittragenden Krfahrungssatzes. 

Es wäre von vornherein möglich, daß zwischen dem 
zweidimensionalen und dem dreidimensionalen Farbersehen 
überhaupt keine Beziehung besteht, daß Lichtgemische, die 
dem Farbentiichtigen gleich erscheinen, vom Farbenblinden 
verschieden gesehen werden und umgekehrt; nur wäre im 
Ganzen die Mannigfaltigkeit von untereinander verschiedenen 
Lichtern für den Farbenblinden kleiner. 

Tatsächlich liegt die Sache aber So, daß beim Einstellen 
einer Farbgleichung zwar der Farbenblinde meistens fehlgreift' 

vom Standpunkte des Farbentiichtigen; der Farbentüchtige 
dagegen — vom Standpunkte des Farbenblinden niemals. 
Wenn man sich also die Ausdrucksweise gestattet (die wohl 
noch keiner Theorie präjudiziert), daß der Trichromat an 
jedem Lieht drei, der Diehromat zwei Merkmale unterscheidet. 
so macht es. den Eindruck: der Farbenblinde unterscheidet 
an einem Licht nicht andere, sondern zwei von den Merkmalen, 
die es auch für den Farbentüchtigen hat, für das dritte fehlt 
ihm jede Wahrnehmung. Zwei Lichter, die in allen drei Merk- 
malen übereinstimmen, anerkennt er als gleich. Soll er da- 
gegen selbst zwei Lichter gegeneinander abgleichen, so werden 
sie sich in der Regel in dem dritten Merkmal, worauf er nicht 
geachtet hat, unterscheiden und darum dem Farbentüchtigen 
ungleich erscheinen. 

Es braucht kaum hinzugefügt zu werden, daß man im 
Sinne der Young-Helmholtzschen Theorie versuchen wird. 
als diese „drei Markmale“ die Erregungsstärken der drei 


Gruntlprozesse anzuspreehen. Man wird erwarten, daß es drei 
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l'ypen von Farbenblinden gibt, solche denen der erste, zweite, 
dritte Grundprozeß fehlt. Damit würde die Theorie eine starke — . 
Stütze erhalten. 

Veranschaulichen werden wir uns das Farbensehen eines 
Diehromaten im dreidimensionalen Farbenraum am besten in : 
der Weise, daß wir durch ein Kurvensystem alle jene Punkte | 7 
(Vektorspitzen) verbinden, die ihm (völlig) gleich erscheinen. 

Ks ergibt sich sofort, daß dieses Kurvensystem eme Schar 
paralleler Geraden ist. 

Denn seien A und B zwei verschiedene Farben, die von ie. 
mem bestimmten Dichromaten verwechselt werden: 


(21) A B. 


d 


Daß es sich um eine dichromatische Gleichung handelt, wollen Ze 
wir andeuten durch das d oberhalb des Gleichheitszeichens. 
Sei ferner € irgendeme dritte Farbe, so besteht jedenfalls 
auch für den Diehromaten die Identität 7 


d 
(22) 


Hierzu addieren wir die mit 4 > 1 multiplizierte, Gleichung (21) 


Seite für Seite: 
C+AA=C-+AB. 


Wenn nun die trichromatische Farbe U, A(A B) 
eaishert, d.h. wenn der betreffende Vektor dem reellen Farben- 
raum angehört, so gilt für den Diehromaten: 1} 


(23) C B) - 


Und wenn 
("+A(B 1) 


A=C. 


D.h. (23) gilt für jedes reelle A, für welches die en = 
trichromatische Farbe existiert. Diese Farben erfüllen aber _ 

das im reellen Farbenraum gelegene Stiick jener Geraden, die 

durch den Farbenpunkt (Vektorspitze) der beliebigen Farbe C 

parallel zur Verbindungsgeraden der Vektorspitzen von A und 

B gezogen ist; denn ihr Farbvektor geht aus dem Farbvektor C 

dureh Addition eines Multiphims der Vektordifferenz (4 — B) 
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hervor, die zwar keiner reellen Farbe zu entsprechen braucht, 
als Vektor aber jedenfalls existiert. 
Sobald also für einen Dichromaten nur ein Paar genauer 
Verwechslungsfarben bekannt ist, d.h. zwei Farben, die ihm 
 ununterscheidbar sind, ohne es für den Farbentüchtigen zu 
sein, so weiß man schon, daß alle Farben, die auf einer Paral- 
 lelen zur Verbindungsgeraden dieser beiden Farben liegen, 
ebenfalls verwechselt werden. 


Da durch eine solehe Parallelenschaar die Farbmannig- 
faltigkeit in der Tat auf zwei Dimensionen reduziert wird, so 
ist anzunehmen, daß damit auch schon die Gesamtheit de 
Verwechslungen des betreffenden Dichromaten . erschöpft ist; 
d.h. daß von dem eben bewiesenen Satz auch die Umkehrung 
gilt: nur solehe Farbenpaare erscheinen dem Dichromaten 
gleich, die auf derselben Parallelen liegen. Das läßt sich aber 
auch exakt beweisen. 

Würde es nämlich auch nur ein einziges Paar von Ver- 
wechslungsfarben <A’, B’ geben, derart, daß die Vektoren 
A — B und A’— B’ nicht (direkt oder invers) parallel wären. 
so ließe sich folgern, daß die ganze Ebene von Farben 


C+4(4—B)+u(4’— B’) 


dem Dichromaten mit C gleich erscheint — soweit dieser Aus- 
druck überhaupt eine reelle Farbe darstellt; d. h. jenes Stück 
dieser Ebene, das im reellen Farbenraum liegt. Dureh die 
Schaar paralleler Ebenen würde die Farbmannigfaltigkeit auf 
nur eine Dimension reduziert, was der Voraussetzung wider- 
spricht, daß es sich um einen Dichromaten handeln soll. 


Man erkennt nun sofort, daß, wenn man einem der Grund. 
vektoren eines Farbkoordinatensystems, etwa dem Vektor F,. 
die Richtung dieser Parallelenschar gibt, daß es dann für den 
betreffenden Farbenblinden auf die erste Koordinate einfach 
gar nicht ankommt. Solche und nur solehe Farbenpaare er- 
scheinen ihm gleich, die in der zweiten und dritten Koordinate 
übereinstimmen, Würde F, ein reeller Farbvektor sein, dann 
würden Farben dieser Reizart in jeder beliebigen objektiven 
Intensität von ihm überhaupt nieht wahrgenommen werden, 
weil jede Farbe mit den Koordinaten 
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mit der absoluten Dunkelheit 
(0, 0, 0) 


gleich erscheint. Man könnte sie als Fehlfarben des Diehromaten 
bezeichnen. 


| 
Tatsächlich kommt dergleichen nicht vor: Die Fehlfarbe 
des Dichromaten ist stets virtuell. . 


Würde es nun genau drei Typen von Diehromaten geben, _ 
d. h. würde man bei Aufsuchung der Parallelenschar im trichro- 
matischen Farbenraum für eine große Zahl farbenblinder Per- 
sonen immer auf eine von drei bestimmten Richtungen geführt 
werden, so wäre das eine sehr starke Stütze für die Young- 
Helmholtzsche Theorie. Die am Ende des vorigen Para- 
graphen eıwähnte Unsicherheit in der Wahl der Grundfarben 
wäre behoben durch die unwiderstehlich sich aufdrängende 
Vermutung, daß diesen drei Typen je einer der Youngschen 
Grundprozesse fehlt. Man würde auf diese drei Richtungen 
als Koordinatenriehtungen transformieren und den so ge- 
wonnenen Farbkoordinaten eine tiefere Bedeutung zuschreiben 
denn irgendwelchen anderen, als Maßzahlen der Stärke, mit 
welcher die betreffende Farbe die drei Grundprozesse erregt. 
Jedenfalls, unabhängig von jeder Hypothese, würde dieses 
Zahlentripel den Vorteil bieten, daß es mit einem. Blick er- 
kennen läßt, nicht nur ob zwei Farben für den Farbentüchtigen 
gleith (oder von gleicher Reizart), sondern auch ob sie es etwa 
für eine der 3 Gruppen von Farbenblinden sind. 


Einen Widerspruch oder mindestens eine sehr große Kom- 
plikation für unsere Theorie würde es bedeuten, wenn man auf 
mehr als drei distinkte Gruppen von Farbenblinden geführt 
würde. 


Die Untersuchungen Königs und anderer haben nun er- — ~ 
geben, daß als physiologische Eigentümlichkeit gesunder Augen 
nur zwei Typen von Dichromasie vorkommen; die Fehlrich- 
tungen (Richtung jener Parallelenschar) aller im übrigen ge- 
sunden Augen, die sich als diehromatisch erwiesen, fiel inner- 
halb der Versuchsfehler mit einer von zwei affingeometrisch 
bestimmten Richtungen des normalen trichromatischen Farben- 
raumes zusammen; diese Richtungen entsprechen übrigens, 
wie schon erwähnt, keiner reellen Farbe, die vom Ursprung 


| 


a 


| 


452 E. Schrödinger. 


aus parallel dazu gezogenen Vektoren liegen außerhalb der 
reellen Farbdüte.!) 

Man nimmt an, daß diese zwei Riehtungen zwei von den 
drei virtnellen Grundfarben entsprechen, die aus gleich zu be-' 
sprechenden Gründen als Grundrot und Grundgriin, und die 
zwi Dichromatentypen dementsprechend als Rotblinde und 
(irünblinde bezeichnet werden. 

Der dritte von der Theorie eeforderte Typus, die Blau- 
blindheit, ist zwar auch beobachtet worden?), aber nur auf den 
erkrankten Netzhautteilen schwer havariierter Augen (Retinitis, 
Ablatio retinae), die anch in anderer Hinsieht. besonders in der 
Sehschärfe, sehwer beschädigt waren. Die Ermittlung der 
Fehlriehtung anf Grund eingestellter Farbgleiehungen war da- 
dureh sehr erschwert, immerhin scheint es. daß auch diese 
Blaublinden in der Fehlfarbe untereinander sehr angenähert 
übereinstimmen. 

Fig. 7 zeigt die ungefähre Lage dieser drei Fehlriehtungen 
F,F,F, im Verhältnis zum Spektralkegel. Der Deutlichkeit 

oe halber wurde wieder das ganze Vektor- 
£2 biischel mit einer an sich bedeutungs- 
losen Ebene zum Schnitt gebracht und 
die Spur auf dieser Ebene gezeichnet. | 
Nur beiläufig möchte ich erwähnen, daß 
auch diese .zweidimensionale Sehnitt- 
figur allen an Stelle des räumlichen 
Vektorbüschels zur Darstellung der ge- 
A samten niederen Farbenmetrik verwen- 
det werden kann und sogar viel 


#2 


häufiger Anwendung gefunden hat, 
£ als das räumliche Bild. Man be- 
zeichnet sie als Farbenebene oder 
Farbendreie:k. Für die dritte Koor- 
dinate wird Ersatz geschaffen dadurch, daß man die Farben 
‚gleicher Reizart, die sich in demselben Punkt abbilden, 
unterscheidet durch eine Quantitäts- oder Massenzahl, die 
bei gleicher Reizart der Länge des betreffenden Vektörs 

1) Man vgl. hauptsächlich: A. König u. C. Dieterici, Zeitschr. 
4. Psychol. u. Physiol. d. Sinnesorgane 4. 241ff. 1892. 

2) Vgl. besonders A. König, Sitzungsber. d. Berliner Akad. 
ad. Wiss. 8. Juli 1897. S. 718ff 


| 
| 


Grundlinien einer Theorie der Farbenmetrik im Tagessehen. 458 j 
proportional genommen wird. Durch geeignete Wahl des 
Proportionalitätsfaktors für die drei Koordinatenrichtungen 
(wodurch derselbe dann auch für jede andere Richtung fest- 
gelegt ist) läßt es sich erreichen, daß in der Farbenebene die 
bekannte Newtonsche Schwerpunktskonstruktion gilt, wonach 
der Ort der Mischfarbe als Schwerpunkt der Komponenten, 


ihre Masse als Summe von deren Massenzahlen gefunden wird. 
Kurven gleicher Farbe für den Farbenblinden lassen sich in — 
der Farbebene wegen der fehlenden dritten Koordinate nieht : 
anschaulich machen, wohl aber Kurven gleicher Reizart: es 


sind die Geraden dureh den Fehlpunkt (Spur der Fehlriehtung). 
Die Rolle, welehe für den Farbenraum die affine Geometrie 
spielt, spielt für die Farbebene die ebene projektive Geometrie; — 


die Vektorkoordinaten sind projektive Dreieckskoordinaten be- 
züglich der Spur des Koordinatendreikantes, 


Allerdings ist dieses Entsprechen der beiden Geometrien 
kein ganz genanes, da man die projektiven Koordinaten bary- 7 
centrisch wählen (d.h. den sogenannten „Einheitspunkt“ in 
den Sehwerpunkt des Koordinatendreiecks verlegen) muß, 
wenn die einfache Newtonsche Schwerpunktskonstruktion 
selten soll. 

Kehren wir nach dieser Digression wieder zu der räum- 
lichen Darstellung zurück, die wir nicht nur wegen ihrer 
srößeren Einfachheit, sondern deshalb in den 
rücken, weil sie im zweiten Teil dieser Arbeit allein Anwendung | 
finden kann. 

Wie erwähnt, sind die Richtungen F, und F, durch ei 
Gleichungen der Rot- und Grünblinden einigermaßen sicher- 
gestellt. Es besteht die Eigentümlichkeit, daß die Ebene I, Fy 
mit der Ebene ROG der ersten Zwischenstrecke zusammen- = 
fällt, so daß nieht nur das Endrot des Spektrums, sondern auch 
die Seharlach- und Orangefarben bis etwa A= 60 als j 
„Mischungen“ von Grundrot und Grundgrün allein erscheinen; 
der Blauprozeß wird dureh Liehter dieser Wellenlänge über- 
haupt nicht erregt. 


. 
Es muß erwähnt werden, 1. daß König zur Vereinfachung © 
ler Darstellung sich bemüht hat, den Kompromiß zwischen den 
experimentell ermittelten Fehlriehtungen, die in Wahrheit 


natürlich doch über zwei kleine Raumwinkelbereiche gestreut 
sind. so zu sehließen, daß das eben erwähnte Resultat zustande 


Schrödinger. 


kommt; 2. daß das Auge in diesem A-Bereich gegen kleme 

7 Beimischungen von spektralem Blau oder Violett recht un- 

empfindlich ist. Es wäre darum immerhin möglich, daß dic 

Ausschaltung des dritten Grundprozesses in diesem 4-Bereich 
doch nur eine angenäherte ist. 

Im Verhältnis zur zweiten Elementarfarbe Königs (E, ın 

Fig. 7), die wir oben (§ 9) verwendet haben, liegt das Grund- 
grün F, näher an Rot. 
Die Lokalisation von F, ist, wie erwähnt, recht unsicher; 
ja, die Lage, die wir ihr hier im Anschluß an König gegeben 
haben (komplanar mit F, und Endviolett), entspricht sogaı 
Königs eigenen Versuchen an Blaublinden recht schlecht. 
Solange eine sichere Lokalisation nicht möglich ist, wollen 
wir aber an dieser, einmal historisch gewordenen Lage nicht 

rütteln und geben in Fig. 8 die sogenannten Grundempfindungs- 
 kurven Königs. d. i. die Eichkurven vom Interferenzspektrun: 


15 
7 
5 
u A= 700 600 500 400 
®, Fig. 8 


des Sonnenlichtes bezogen auf Grundvektoren von den Rich- 
tungen F, F,F, und solcher Länge, daß sie komponiert die 
_ Farbe des Sonnenlichtes ergeben. Es geben also z. B. die Ordi- 
 naten der Rotkurven die spektrale Verteilung der Erregungs- 
stärke des Rotprozesses, wenn man der Reihe nach die Farben 
des erwähnten Spektrums auf das Auge wirken läßt; dabei 
sind die Einheiten der Erregungsstärke für die drei Frozesse 
willkürlich so gewählt, daß auf Sonnenlicht (oder ein ihm 
gleich erscheinendes) alle drei in gleicher Stärke ansprechen. 
Es muß noch begründet werden, warum wir von einem 
Rot-, Grün-, Blauprozeß u. dergl. sprechen und nicht einfach 
von Prozeß Nr. 1, Nr. 2, Nr. 3, da es sich doch nicht um reelle 
Farben handelt, sondern die Empfindung, die der Erregung 
nur eines Prozesses allein entspricht. uns völlig unbekannt ist. 
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Verbindet man eine Grundfarbenrichtung und die Weiß- 
richtung durch eine Ebene, so schneidet diese die Farbdüte in 
zwei Geraden, von denen eine in dem spitzen Winkel zwischen 
Weiß und Grundfarbe liegt; Vektoren dieser Richtung lassen 
sich aus Weiß und Grundfarbe additiv zusammensetzen, die 
betreffenden Farben erregen also den Grundprozeß zwar nicht 
isoliert, aber es treten nur noch hinzu solehe Erregungsstärken 
aller drei Prozesse, die für sich Weiß ergeben würden. Nun 
haben wir aber eine anschauliche Vorstellung davon, wie eine 
reelle Farbe bei solcher Hinzufügung von Weiß sich verändert; 
wir pflegen zu sagen, daß sich dabei der Farbton nieht oder 
wenig verändert, sondern nur die Farbensättigung. Wir dürfen 
darum wohl annehmen, daß die Farbe jener zwischen Weiß 
und Grundfarbe gelegenen, mit ihnen komplanaren Richtung 
sich zu dem Eindruck, den die als möglich gedachte, isolierte 
Erregung des betreffenden Grundprozesses hervorrufen würde, 
so verhält, wie die weißliche Abwandlung einer Spektralfarbe 
zu dieser Spektralfarbe selbt. Wir glauben also, daß jene 
Schnittfarbe wenigstens ein qualitatives Bild der Grundfarbe 
gibt, die als noch gesättigtere Abwandlung davon zu denken ist. 

Diese weißlichen Repräsentanten der Grundfarben sind 
nun ein Purpurrot, komplementär etwa zu 2 = 494, ein "Grün 
etwa A=505 und ein Blau etwa 2 = 470 (komplementär zu 
A = 573); das rechtfertigt unsere Bezeichnungsweise. 

Auf Grund der Darstellung des Verhältnisses zwischen 
dichromatischem und trichromatischem Sehen durch die 
Payallelenschar läßt sich übrigens sofort erkennen, daß diesen 
Spektrallichtern auch eine unmittelbare experimentelle Be- 
deutung zukommen sollte, was für die ersten beiden auch wirk- 
lich zutrifft. A = 494 erscheint dem Rotblinden, 2 = 505 dem 
Grünblinden ununterscheidbar von einem triehromatischen 
Weiß .(Sonnenlicht) bestimmter Intensität. Daß die beiden 
„neutralen Punkte‘ einander so nahe liegen und durch Un- 
genauigkeit der Versuche oder Färbung der Augenmedien zu- 
weilen sogar in der Reihenfolge vertauscht erscheinen, waı 
einer der Gründe, daß der fundamentale Unterschied zwischen 
den Rot- und Grünblinden so lange geleugnet wurde. 

Für einen Blaublinden wären zwei neutrale Punkte etwa 
bei A = 470 und A = 578 zu erwarten. Tatsächlich wurde an 
den oben erwähnten Schwerkranken immer bloß einer zwischen 


| 


156 E.Schrödinge r. Grundlamen einer Theorie der Furbenmetrik usw 


2 = 560 und A = 570 beobachtet. Dies und noch eine andere 
Unstimmigkeit machen die Lage von F, zweifelhaft, wenn 
man jenen Versuchen überhaupt eine Bedeutung für die Fest- 
legung der Grundfarben beimessen will. Will man das aber 
nicht, dann ist natürlich die Wahl von F, völlig willkürlich. 

Wir haben schon oben erwähnt, daß eine eventuelle Ände- 
rung dieser Lage die Gestalt der Blaukurve nieht berühren 
würde, wohl aber die der Rot- und Grünkurve: diesen beiden 
Kurven wäre je noch ein gewisser Bruchteil der Blaukurve zu 
superponieren, welehe Bruchteile von der neuen Lage von F 
abhängen. 

Die Sehweise der Monochromaten kann leider zur genaueren 
Bestimmung der Grundfarben nicht benützt werden, da zwischen 
ihnen einerseits, den Di- und Trichromaten andererseits keine 
so einfache Beziehung besteht. wie zwischen diesen unter- 
einander. In der stäbehenfreien Netzhautmitte, die uns in 
dieser Abhandlung allem beschäftigt. sind die Monochromaten 


sehr wahrscheinlich überhaupt blind; in den parazentralen und 
peripheren Teilen stimmt ihre Erregbarkeitskurve nicht etwa 
mit einer der drei normalen Grundempfindungskurven, sondern 
mit der normalen Erregbarkeitskurve des farblosen Dämme- 
rungssehens überein, das im stäbehenfreien Bezirk ebenfalls 
völlig fehlt. 

Auch auf die interessanten Fälle anomaler Trichromasie 
wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen. 


(Eingegangen im Mirz 1920.) 
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3 Die Bewegungsgesetze der Elektrizitätsträger 
Br bei von Null verschiedenen Gasdrucken; 


von Hans Küstner. 


Werden an der Oberfläche eines Leiters durch irgend- 
einen Vorgang Elektronen frei gemacht, und befindet sich 
in der Umgebung dieses Leiters ein zweiter, der gegen jenen 
auf einem positiven Potential gehalten wird, so fließt zwischen 
beiden ein Strom. Die Bewegungsgesetze der die Stromleitung 
übernehmenden Elektrizitätsträger werden einerseits durch An- 
ordnung, Gestalt und Potentialdifferenz der beiden Leiter, 
durch die Menge der pro Flächen- und Zeiteinheit austretenden 
Elektronen, sowie durch deren Anfangsgeschwindigkeit be- 
stimmt, andererseits dureh die Beschaffenheit und den Druck 
des Gases, in dem sich der Vorgang abspielt. Denn während 
bei niederen Drucken die Elektronen den Elektrizitätstransport 
allein übernehmen, lagern sie sich bei hohen Drucken an die 
Gasmoleküle an, und die Masse des Elektrizitätsträgers, des 
fons, ist alsdann viel größer als die des Elektrons; und schließlich 
erfahren die Elektrizitätsträger bei hohen Drucken durch die 
Gasmoleküle einen Widerstand, der sich nach Art einer Reibungs- 
kraft äußert, während sich die Elektronen bei niederen Drucken 
mehr oder weniger frei und reibungslos bewegen können. 
Alle die genannten Faktoren, die die Bewegungsgesetze det 
Klektrizitätsträger bestimmen, gestatten wegen ihrer sroßen 
/ahl und der wechselseitigen Beziehungen, in denen sie zu- 
einander stehen, nieht, das Problem in seiner Allgemeinheit zu 
lösen. Indessen ist es unter Annahme vereinfachender Neben- 
bedingungen von verschiedenen Autoren behandelt worden. 

Für den Fall zweier unendlicher, paralleler Ebenen und 
hohen Gasdrucks von der Größenordnung einer Atmosphiire 
haben zunächst E. v. Schweidlert), E. Rutherford?) und 


1) E. v. Schweidler, Sitzungsber. d. Kaiserl. Akad. zu Wien 108, 
Ifa. S. 899. 1899; ebenda 113. Ila. S. 1120. 1904. 
2) E. Rutherford, Phys. Rev. 13. 8. 321. 1901. | 7 
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J. J. Thomson!) die Bewegungsgesetze der Elektrizitats- 
träger, in diesem Falle der Ionen, unabhängig voneinander 
abgeleitet. Sie setzen dabei die Geschwindigkeit des Ions 
der Feldstärke proportional. Dann erhalten sie das gleiche 
Ergebnis, das man in der Form schreiben kann: 
Hierin bedeuten: 33:3 

x die Entfernung von der die Elektronen abgebenden Platte in em, 
V das Potential an dieser Stelle in 
E, die Feldstärke an der die Elektronen abgebenden Platte | elektrostat. 
’ den Strom pro Flächeneinheit | Einheiten. 
R die Beweglichkeit der Elektrizitätsträger, d. h. ihre Geschwindigkeit 

in em/see bei Atmosphärendruck und im Felde von 1 Volt/cm. 


Wie besonders scharf von Schweidler betont wurde, 
muß hier zwischen zwei Grenzwerten für maximalen Strom 
unterschieden werden: Der eine ist der „Sättigungsstrom‘ 
dessen Wert nur durch die Menge der in der Zeiteinheit von 
der Flächeneinheit abgegebenen Elektronenzahl bestimmt wird. 
Ist das angelegte Potential hoch genug, um diese restlos in 
der Zeiteinheit herauszuschaffen, so nimmt der Strom bei 
weiterer Steigerung der Potentialdifferenz nieht weiter zu. 
Er ist also unabhängig vom angelegten Potential, sobald 
dieses einen bestimmten Wert überschritten hat. Demgegen- 
über wird der „Raumladungsgrenzstrom‘‘ erreicht, wenn 
E,=0 wird: weitere Steigerung der dlektronenabgabe erhöht 
EZ dann den Strom nieht. Für ihn ist 


e im => 
wenn pP P die Pote utialdiffe renz der Platten und 
‚stand bezeichnen. 

In neuerer Zeit haben J. Langmuir?) und W. Schottky®) 
unabhängig voneinander und gleichzeitig dasselbe Problem für 
. . das absolute Vakuum behandelt. Sie setzen hier die Ge- 


l ihren Ab- 


j 1) J. J. Thomson, Elektrizitätsdurchgang in Gasen, engl. Ausgabe 
1903, de anche Ausgabe von E. Marx 1906. 

2) J. Langmuir, Phys. Rev. (2) 2. S. 450. 1913; Phys. Zeitschr 
15. S. 348 u. 516. 1914. 

3) W. Schottky. Phys. Ztschr. 15. 8. 526. 1914. rw 
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sehwindigkeit des Elektrons v =y2+ wo = das Verhältnis 


von Ladung zur Masse des Elektrons, V die durchlaufene 
Potentialdifferenz bedeutet. Weiterhin setzen sie die Anfangs- 
geschwindigkeit der Elektronen gleich Null und erhalten dann 
für den Raumladungsgrenzstrom, der durch E,= 0 charak- 
terisiert ist, zwischen zwei unendlichen, parallelen Platten 
den Wert 


A 

wenn alles in elektrostatischen Einheiten gemessen wird, oder 

wenn man i, in Ampere, Vy in Volt und x in nels 

mißt. 

Vv 


2 
cm 


i4 = 2,33 - - 


Der Raumladungsgrenzstrom, der auch hier unabhängig 
von einer weiteren Steigerung der Elektronenemission ist, 
ist also der 3/2ten Potenz von V direkt und dem Quadrate 
des Plattenabstandes umgekehrt proportional. Langmuir 
gibt in derselben Arbeit die Lösung des Problems für einen 
Klektronen emittierenden Draht und einen koaxialen Zylinder. 

Später ist das Ebenen- und das Zylinderproblem von 
Schottky!) und das Ebenenproblem von Epstein?) unter 
der Annahme durehgerechnet: worden, daß die Elektronen 
nach dem Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 
austreten. Der Potentialverlauf zeigt alsdann ein Minimum, _ 
und das Feld ist zwischen diesem und dem emittierenden — 
Leiter bremsend, zwischen dem Potentialminimum und der 
positiven Platte beschleunigend, so daß nur die mit hoher 
Anfangsgeschwindigkeit begabten Elektronen die Anode er- 
reichen und sich an der Stromleitung beteiligen, während die | 
langsamen Elektronen zur Kathode zurückkehren. Die obige 
Langmuir-Schottkysche Formel ergibt sich als eine erste . 
Näherung dieser Rechnungen, die dem wahren physikalischen 
Vorgange zweifellos viel näher kommen. 


1) W. Schottky, Phys. Zeitschr. 15. S. 624. 1914; Ann. d. Phys. 
44, 8. 1011. 1914. 
2) P.S. Epstein, Verh. d. D. Phys. Ges. 21. S. 85. 1919. at 


4 
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Die Werte für den Raumladungsgienzstiom bei hohem 
Gasdruck nach Sehweidler-Thomson und für das ab- 
solute Vakuum nach Langmuir-Schottky stellen nun 
zwei Grenzfälle dar; zwischen beiden liegt das große Gebiet 
aller Gasdrucke, von Null bis etwa eine Atmosphäre. Fin 
Drucke von der Größenordnung der letzteren kann man mit 
sehr angenäherter Gültigkeit die Schweidler-Thomson- 
sche Formel benutzen, wenn man die Beweglichkeit R des 
lons dem Drucke umgekehrt proportional setzt. Dies ist 
aber nur so lange zulässig, als der Strom allein von lonen ge- 
tragen wird. Die Grenze liegt nach Beobachtungen von 
Langevin!) bei einigen Zentimetern Quecksilber Druck. Unter- 
halb desselben beteiligen sich freie Elektronen am Elektrizitats- 
transport, um ihn bei niedrigen Drucken allein zu übernehmen. 
letzteres gilt allerdings nur dann, wenn keine Stoßionisation 
eintritt, bei der durch Abspaltung von Elektronen «die Gas- 
n.oleküle selbst zu lonen gemacht werden. 

Im nachstehenden soll nun das Bewegungsgesetz der Elek- 
trizitätsträger für beliebige Drucke und für zwei unendliche par- 
allele Ebenen abgeleitet werden. Es soll dabei die einschränkende 
Annahme gemacht werden, daß die Potentialdifferenz zwischen 
den Platten unterhalb der Tonisierungsspannung liegt, daß 
also keine StoBionisation auftritt, vielmehr der Elektrizitäts- 
transport allein durch die der Kathode entstammenden Ladungen 
vollzogen wird. Weiterhin soll angenommen werden, daß die 
Klektrizitätstiäger in dem sie umgebenden Gase eine Reibung 
erfahren; diese soll, analog der inneren Reibung nach den 
Gesetzen der kinetischen Gastheorie, der Geschwindigkeit des 
Trägers proportional gesetzt werden. Uber den Reibungs- 
koeffizienten soll keinerlei Annahme gemacht werden. Es 
wird eine Beziehung zwischen ihm und der Beschaffenheit 
des Gases vorhanden sein. Wie wir wißsch, ist ja der Zusammen- 
stoß zwisehen Klektion und Gasatom um so elastischer, je 
kleiner die Elektronenaffinitat der Gasmoleküle ist. Wie 
Franek und Hertz?) gezeigt haben, ist der Energieverlust 
des Elektrons in Queeksilberdampf und Edelgasen bei det 
Reflexion nicht bemerkbar. Endlich wird auch eine Beziehung 

1) W. Langevin, Ann. de Chim, et de Phys. 28. 5. 298. 1903. 

2) J. Franck u. P. Hertz, Verh. d. D. Phys. Ges. 15. 8. 373, 613, 
#29. 1913; 16. 8. 457, 512. 1914. ig 
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zwischen dem Reibungskoeffizienten und dem Drucke des 
bestehen. Die Art dieser Beziehungen hängt davon 
inwieweit man beim Zusammenstoße oder auch nur bei 
der Ablenkung des Elektrons aus seiner Bahn durch das Gas- 
atom Wechselwirkung mechanischer oder elektrischer Kräfte 
ansetzt.t!) Es soll daher zunächst die Frage nach den Be- 
ziehungen zwischen dem Reibungskoeffizienten und den anderen 
physikalischen Größen offen gelassen und ihre Bestimmung 
dem Experiment vorbehalten bleiben. 

Bezüglich der Jösung des vorliegenden Problems wird 
man fordern müssen, daß sowohl die Schweidler-Thomson- 
sche als die Langmuir-Schottkysche Formel als Grenz- 
funktionen in ihr enthalten sind. Es wird sieh zeigen, daß 
dies der Fall ist. 


(rases 


ab. 


Die Berechnung. 
Es bedeuten: 
u Masse des Elektrisitätsträgers lin elektrostat. C.G.S. 
Ladung des Elektrizitätsträgers | 
« Anzahl der Elektrizitätsträger im ccm. 
v Entfernung des Elektrizitätsträgers von der Kathode in cm. 


fae) 
+ Geschwindigkeit des Elektrizitätsträgers im Punkte «x hi 
ry Geschwindigkeit des Elektrizitätsträgers an der Kathode 
Potential im Punkte « 
E Feldstärke im Punkte x 
in elektrostat. C.G.S. 
Feldstärke an der Kathode | . 
Strom pro qem x 
Potential im Punkte x 
in Volt. 


P_ Potentialdifferenz der Platten | 
Feldstärke im Punkte x in Volt/cm. 

iy Strom in Ampere. 

Plattenabstand in em. 

Zeit in Sekunden. 

teibungskoeffizient. 


Ist die Reibung des Elektrizitätsträgers proportional der 
Geschwindigkeit. so hat man die Bewegungsgleichung 


d’ x dz dV 
1) P. Lenard; Ann. d. Phys. 40. S. 393. 1913; 41. 8.53. 1913; 
60. S. 329. 1919; 61. S. 665. 1920. _ 
Annalen der Physik. 1V. Folge. 63. 31 


> ‘ 
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Ferner gilt die Poissonsche Gleichung 


\ 
(2) dz =4ane. 
Die Stromdichte ist 
(3) né- = 


Differenziert man (1) nach x und eliminiert daraus und aus 
der aus (2) und (3) hervorgegangenen Gleichung 


av dt 
da dx 
eV dt 
das ‚so erhält man nach Kürzen von — Tun 
dx: ’ dx 
> 
d’ x kt . 
Detzt man 
so geht die Differentialgleichung dritter Ordnung über in 
dx d* a 
Ihre Lésung ist 
h b f b wi b 
Also ist br 
dx b 1 b 
(8) 


Setzt man die Differentialquotienten von (7) in (1) ein, so 
erhält man unter Berücksichtigung von (5) für die Feldstärke 


(9) = B= s(c,— bo). 
j Das Produkt von (8) und (9) liefert ditrch Integration für das 
Potential: ry 
(10) 


| 


-, | 
ft 9 
be i 
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Entsprechend den vier Integrationskonstanten kann 
folgende Bedingungen einführen : 


dx 
at == U9; J 0: E = Ey. 


matt 


Für t=—0 sei = 0; 
Dadurch gehen die Gleichungen (7) bis (10) über in 


ll) r= (% — [1 +2 


a a 


(14) 


Die Gleichungen (11) bis (14) sind die gesuchten Be- 
wegungsgesetze für die Elektrizitätsträger im reibenden Gas. 
Unter Berücksichtigung von (5) geben sie die Beziehungen : 
zwischen den Größen a, v, E, V, t, i, k, €, u, v, und Ey. Es 
ist nun prinzipiell möglich, aus den Gleichungen (11) bis (14) : 
das t, E, und v, graphisch zu eliminieren. Man erhält dann 
eine Gleichung in x, v, E, V, i, ge, u und k. Das e und u darf | 
man als bekannt voraussetzen. Gelingt es, x, v, E, Vundi 
experimentell zu ermitteln, so erhält man den Wert von k. 
Während sich nun &; V und i leicht bestimmen lassen, wird 
die Messung von v und E auf experimentelle Schwierigkeiten 
stoßen. Aus diesem Grunde wurde auf die graphische Lösung 
des Problems verzichtet, zumal sie sehr umständlich ist. 


Verhältnismäßig einfach gestaltet sich indessen die Lösung 
des vorliegenden Problems, wenn man sich damit begnügt, 
die Beziehungen für den Raumladungsgrenzstrom aufzustellen. 
Zu diesem Zwecke wird ebenso wie bei Langmuir und 
Schottky 

= = 0 
gesetzt. Dann liefern die Gleichungen (11) bis (14): 
31° 


b E, \ b 1 (EF, b 
12) (m a? se) +3): 
(13) E=E,—sbe, 
sb | b E, 
§ 4 sb +2)e+2(@ +2): 
2a 8 a a a 
| 
| 


_ Dividiert man (18) dureh (15), so erhält man 


—1l+c %-+at 


.% 
(18) 1 — — OF ogy, 


Obgleich die Elimination von at aus den vorliegenden 


Gleichungen analytisch «durchführbar ist, da man zur Be- 


stimmung von at höchstens auf eine ganze rationale Funktion 
dritten Grades in at geführt wird, so läßt sich k in diesen 
lösungen dennoch nicht explizit darstellen, da es auch im 
lixponenten von e auftritt. Es soll deshalb ein tabellarisches 
Verfahren herangezogen werden, mit dessen Hilfe man aus 
der Messung der Stromdichte i, des Plattenabstandes x —/ 
und der darangelegten Potentialdifferenz V = P für bekannt 
vorausgesetztes e und uw den Wert von ft, vr, E und J" für jeden 
Punkt x zwischen den Platten bestimmen kann. 

/unächst wird hierzu das a aus (15) und (18) eliminiert, 
soweit es nicht als Faktor von f auftritt. Dann hat man unter 
Beachtung von (5) 


2 


“| 


(19) gled. 


A 
(20) a= 


Sehließlieh liefert Division dieser Gleichung durch at: 


1 V at 1 V 


(21) t= —— -h(at) 
an flat An (a). 


Ferner liefern die Gleichungen (15) bis (18) unter Beachtung 


von (5) 


22) 
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| 
b ( ) -- b = | et —at+ = 
Ü 
1 
1 
| 


Die Bewegungsgesetze der Elektrizitätsträger. 165 


24 E=4ni- .at, 


worin alle Größen in elektrostatischem Maße gemessen sind. : 
Die Funktionen g, f, h, 2,, 2,, 2y von at sind in Tab. 
tabuliert. Die Berechnung vollzieht sich dann folgendermaBen : 


Für gegebenen Plattenabstand und gegebene Potential- 
differenz der Platten wird der Raumladungsgrenzstrom 3 
gemessen. Dann liefert (19) das zugehörige at. Damit und 
mit (20) und (21) findet man dann a und die Zeit t, die zum 
/urücklegen des Weges zwischen den Platten erforderlich ist. 
Das gefundene a wird in die Gleichungen (22) bis (25) ein- 
gesetzt, die dann für jeden beliebigen Wert von at zwischen | 
Null und dem aus (19) ermittelten Werte die zugehörigen 
Werte von z, v, E und V liefern. 

Ist der Strom reiner so kann man 
u — 8,83-10-% elektrostat. C.G.S., = 4,68-10-!° ele ‘ktro- 
statische (.G.8. setzen. Drückt man dann noch i in Ampere, | a. 
" in Volt und E in Volt pro Zentimeter aus, so gehen die 
Gleichungen (19) bis (25) nach Einsetzen der Konstanten 
über in 


2; 


(26) = 2,69075 - 10°. g(at) = Gat), 


(27) a= 1,1810: 108.24. 


V 
(28) t = 8,8420 - 1074-—. - A(at) = 
ze 


(29) = 1,9980- 10% i, .2,= 4- Z, 


(30) = 1,9980- 10* i, z, = 


(31) By = 1,1810-10%i,-' at = ‘4. Z(ad), = 


32) Vy = 2,2596 - lat). 


| 
er 
A 
' 
(at), 
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Um die unbequeme Rechnung mit den Konstanten zu 
ersparen, gibt Tab. 2 die Werte der Tab. 1, mit diesen Kon- 
 stanten multipliziert. 

Einige Beispiele für Gebrauch der Tabellen folgen später. 

Die Werte der Tabellen sind mit Hilfe der Grunerschen 
Tabellen!) berechnet, die die Funktion e* von 2=0 bis 
r =-10 geben. Es sollen nunmehr die Werte der Tabellen- 
funktionen für den Grenzwert a=0 und für großes at be- 
reehnet werden. Dabei wird sich gleichzeitig erweisen, daß 
die Schweidler-Thomsonsche Formel und die Langmuir- 
Schottkysche Formel Grenzfunktionen der Gleichungen (15) 
bis (18) oder (26) bis (32) sind. 


Tabelle 1. 


(u = Masse des Elektrizitätsträgers in elektrostat. C.G.S.) 

g(at) f (at) h (at) z, (at) | 2, (at) | zr(a t) 
1,5910 0,0000 | 1,3333 | 0,0000 | 0,0000 0,000 
1,7460 0,7385 | 1,3541 0,1321 0,3679 0,09757 
1,8932 1,4580 | 1,3718 0,8647 | 1,1353 1,2608 
2.0329 2.1634 | 1,3867 24502 | 2.0498 | 5.3000 
2,1657 2,8588 | 1,3992 4,9817 | 3,0183 | 14,242 
2,2923 3,5471 | 1,4096 | 8,4933 | 4,0067 | 30,126 
2.4133 4,2302 1,4184 12,997 5,0025 54,983 
2,5294 4,9098 | 1,4257 18,499 | 6,0009 90,826 
2,6409 5,5866 ; 1,4320 25,000 | 7,0003 139,66 
2,7484 6,2615 | 1,4373 32,500 | 8,0001 203,50 
2,8522 6,9349 | 1,4420 41,000 | 9,0000 284,33 
3,7417 | 13,633 | 1,4670 181 19 2467,6 
4,4613 | 20,311 | 1,4770 421 29 8551.0 
5,0810 26,983 | 1,4824 761 39 20534 

| 5,6334 33,653 1,4857 1201 49 40418 
6,1365 40,322 1,4880 1741 59 70201 

| 6,6014 46,990 1,4897 2381 69 111880 

| 7,0857 | 53,658 1,4909 | 3121 79 167470 

| 7,4448 60,326 1,4919 | 3961 89 238950 
7.8326 | 66,933 | 1,4927 | 4901 | 99 328330 

| 24,386 666,99 | 1,4992 | 4,990-10° 999 | 3,3283 - 10% 

| 76,993 6667,0 1,4999 | 4,999- 10° 9999 3,3328- 10" 

243,44 66667 1,5000 | 5,000-10® 99999 3,3333- 10" 

769,8 666667 1,5000 | 5,000 104 108 3,3 -10" 


1) W. Gruner, Jahrbuch der Radioaktivität und Elektronik 


® 
a 
t 
4 
1 
i 
at 
0 
> 
3 
4 
> 
6 
‘ 
9 
10 
20 
30 
40 
dO 
60 
70 
so 
90 
100) 
10' 
10 
10 
10 


| 


„OL -OTELI +: 01 0866 I seOT -0066°6 897€ 1 | | 

ze 01 8266‘ 1 «OT -0886'6 292€ 1 OT OL LILOS 

L -OTETI 1:07 09661 «OT -00L6'6 9199°9 
& et OT -6L10°1 Z8LL‘I L 2£00°7 06 
08706 | 18909 1868°1 08 
% 18277 | E9LL‘1 L 
| oTETT Z86L'I | ol 
= | -6210°1 | L180°L 6 
FOOTE O8F0'6 666° 0901°L 8 
0981‘ 6966°6 69687 PPSL'F L66#°9 9 
¢ e201 -6969°T LILO'F 0891°9 ¢ 
S WOT 02977 sol | | OT -06F9'T 1960°8 
ov -OTET“T 01 8689S | 0869°F I 
= 0000°0 | 0000°0 0000°0 0000°0 OT -68LT'I | 0000°0 OL 0 
(0) (3 0) (20) "7 (39) *7 | (>) H | 9 

= ¥ 
‘ 2 


he 


H, Kiistner. 
Für a=. Entwickelt man die Funktionen (15), 
(16) und (18) nach Potenzreihen, so erhält man 
© be = 
(33) 
n—3 
_ + be 
m. 
m=3 
3% _ 
be (at, bt (a 
(34) 
2 \m-1, 
=+ > | 1) 
(35) (a m= 00 (a 4 
Hieraus folgt für a — 0 
(36) r= — 20 = 8,880 - 109 8, 
(87) v =— 22 = 9,990 - 1077.7, 2, 
2 H 
h 3 
Eliminiert man das ¢ aus (86) und (38), so erhält man eu 
° Vy | j 
(39) = G(at)| = 4,2809 10° i 
re 
oder + 
(40) is = 2,33 - 10-6 : 
welcher stes mit der Tab. 1 übereinstimmt, und welch letztes 
die oben (S. 459) angeführte Langmuir-Schottkysche Formel 
für den Raumladungsgrenzstrom ist. 
Schließlich liefert Division von (38) durch (36) 


H(at) = 1,1789 - 107", 
BRUT, 


F 
2 
| 
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was ebenfalls im Einklang mit dér Tabelle steht. - (1 5). . 
(16), (18) und (27) folgt ohne weiteres 2, = 2,= y=0, also 
auch Z, = Z,=Z,=0 und F (at) = f‚(at) =0. Schlie <Blich 
kann E in (31) nur dann einen endlichen, von Null verschiedenen 
Wert haben, solange a endlich und größer als Null unda=0 
ist, wenn auch Z, = 0 ist. 


2. Für großes at. Da E20 — 2,06-10-* ist, so kann — 
für at220 jeder Summand, der e“' enthält, gegen die 
anderen vernachlässigt werden, denn der hierdurch begangene 
Fehler ist kleiner als fünf Einheiten der achten 
Dann wird 


Dezimale. 


z,=1 t+—, 
2 
42) z,=al 
(a t)® (at? 


Wird at = 10%, so wird sowohl at ” at/2 und at/3 gro 
gegen 1 und man darf setzen 


48, z, 


— 


i 


was im besonderen unter Beachtung von (19), (20) und (21) © 
soe = 9,7698 

4 2 t) = 0,6-at. > 
IA a t)| = 

at= 108 
liefert. Zur Berechnung der Tabellen wurden dementsprechend 
für Werte von at zwischen 20 und 10° die Formeln (42), für 
at = 10% die Formeln (43) und (44) verwandt. 
Setzt man die in (44) gefundenen Werte von g und fin — 
(19) und (20) ein, und eliminiert das at, so erhält man die 


Schweidler-Thomsonsche Formel für den Raumladungs- 
grenzstrom bei hohen Drucken 


the 


+ (Geo. 

xs 
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Man kann indessen auch das nicht nur für Raumladungs- 
grenzstrom geltende Schweidler-Thomsonsche Bewegungs- 
gesetz als Grenzfunktion des vorliegenden Problems gewinnen. 
Für großes a wird e=“' nahezu gleich Null. Vernachlässigt 
man nun in den Gleichungen (11), (12) und (14) alle Summanden, 
in denen e”“* als Faktor oder a im Nenner quadratisch oder 
von höherer Ordnung auftritt, so erhält man aus (12) 


oder vermöge (5) und (13) 4 


(45) = . . 


Die Geschwindigkeit ergibt sich also für großes a als der 
Feldstärke proportional. Für 2 — 0 geht die letzte Gleichung 
über in 


(46) 


Ferner liefert (11) 


0 s 


1 
a 


Eliminiert man hieraus und aus (13) das f, so erhält man unter 
Beachtung von (5) 

(47) (az—%) + 
Sehließlieh liefert (14) 


= = (4. + t—bk,t + P), 
oder vermöge (5) und (13) 


V=— 


Führt man (47) hierein ein, so ergibt sich 


V = e/u 
= 0% ° 


oder dureh Einsetzen von (46) 


algae e/u 


i 
| 
| 
| 
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Vernachlässigt man 2 und a gegen E,. so geht diese : 


Gleiehung über in 


al2nı Ep 


| V = + 


was mit der oben (8. 458) angeführten Schweidler-Thom-_ 
sonschen Formel identisch ist, wenn man für die Ionenbeweg- — 
lichkeit 


ua k 


setzt, was für den Reibungskoeffizienten bei hohe m Gasdruck — 
die Definition 


far 


_ Beispiele für den Gebrauch der Tabellen. 


at 
Die folgenden Rechnungen sind mit Hilfe des Rechen- 
schiebers ausgeführt. Für alle drei Beispiele ist angenommen: 

1. Zunächst werde ein Überblick über den Zusammenhang 
:wischen dem Reibungskoeffizienten k und dem Raumladungs- 
grenzstrom a4 gegeben. Hierzu bestimmt man mit Hilfe von 
(26) und (27) 


10": 
u= — —— = 
- - A 12 
id 
a= 


Für beliebige Werte von at liefert dann Tab. 2 zusammen- 
gehörige Werte von a und i,, die in nachstehender Tab. 3 
ge sind. Die letzte Spalte gibt aus k=au 
für u = 8,83 - 10-23 die Werte für k unter der Annahme reinen 
Rlektronenstroms. er 


Gat)’ 
Flat) 
, 
162 G (at) 
. 
4 


3 H, Küstner. 
 Pabelle 8. 


a k 
0 7,38: 10-5 0 0 
6,73 5,62- 10° | 4,96: 10-5 
2 6,20 1,02 10% | 9,03 
4 52 1,75 1,55: 10-4 
6 2,33 2,06 
4,45 2,81 2,48 
10 4,17 3,23 2,85 
20 3.14 484 | 4,27 
40 2,31 7,06 6,23 fe 
60 1,92 733 
80 1,67 1,01- 10° 8,95 
100 1,50 1,14 1,00- 10-23 
4,82- 10 3,63 3,21 
1,53 1,15: 101% 1,02- 10-12 
4,83: 107 3,64 3,21 
1,53 1,15- 108 | 1,02- 10-1 


2. Raumladungsgrenzstrom bei Reibung (k > 0). 


Es wird beispielsweise at = 100 gesetzt. Dann liefert 
Tab. 2 in Verbindung mit (26) und (27): 


= 1,500- 10-5 Amp. , 
a = 1,50 - 7,577 - 10° = 1,136. 10°, 7 
1,003. 10-8, 


Für beliebige Werte von at zwischen Null und 100 liefert 
alsdann Tab. 2 und Gleichung (29) bis .(32) die in Tab. 4 zu- 


sammengestellten Werte. - 
Tabelle 4. 
at sec E olt x cm V „Volt 
cm set 


0,00 | 0,00 0,000 0,000 

2,6 4,48 6,73- 10° 0,086 | 0,261 

5,97 9,06 0,155 | 0,626 
7,46 11,4 | 0,245 | 1,23 


8,96 13,7 0,356 | 2,14 
16,0 0.486 | 3,41 
18,3 0,637 5,10 
20,7 0,809 7,28 


23,0 1,000 10,00 


172 At 
- 
4 
40 
50 
60 
70°! 6,16 
80 7,04 
90 7,92 
100 8,80 14,9 
= 
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3. Langmuir-Schottk yscher Raumladungsgrenzstrom (k =a = 0). 


Tab. 2 liefert für at = 0 in Verbindung mit (26) und (27) 

für den Raumladungsgrenzstrom 
1, = 7,382 - 10” Amp. 
und für die zum Durehfliegen des Plattenabstandes 1 - lem 


erforderliche Flugzeit des Elektrons 
t == 1,597 - 103 see. 


Indem man nun beliebige Werte für t zwischen 0 und 1,597-1075 | 
in die Formeln (31) und (36) bis (38), die das a nicht enthalten, 


einsetzt, gewinnt man nachstehende Tab. 5. OS 
20 T 
Raumladungsgrenzsitom 
---- im abSolufen Vaku, AV 
4 9,’ 
LN 


- | > 
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Fig. 1. ra 
Die Werte der Tabb. 4 und 5 sind in Fig. 1 zum Vergleich 


+ 


4 
3 


t sec E, — v J xem V , Volt 
cm ! sec | . 

0,0 0,00 0,00 0,000 0,00 
0,4: 103 3,34 1,18- 10° 0,016 0,04 
0,6 5,01 2,65 0,053 0,20 
0,8 . 6,68 4,71 0,126 0,63 
1,0 8,35 0,246 1,54 
12 10,00 0,425 3,19 
1,4 11,7 5 0,674 5,91 
1,597 13.3 1,000 10,00 


Zusammenfassung. 


1. Die Bewegungsgesetze für die Elektrizitätsträger in 
einem Gase von beliebigem Druck werden abgeleitet für den 


Fall der Elektrizitätsleitung zwischen zwei unendlichen, par- 


. . . . 
_ allelen Ebenen, deren eine die Elektronen emittiert, und deren 


andere gegen jene auf einem positiven Potential gehalten wird, 


das unterhalb der Ionisierungsspannung liegt. Dabei wird 


die Reibung der Elektrizitätsträger im Gase ihrer Geschwindig- 
keit proportional angenommen. 

2. Der Fall des Raumladungsgrenzstroms wird im be- 
sonderen behandelt, unter Vernachlässigung der Anfangs- 


_ geschwindigkeiten der austretenden Elektronen. Aus diesem 


> 


Grunde stellt das Ergebnis ebenso eine Annäherung dar wie 
die von Langmuir und Schottky auf gleicher Grundlage 
berechnete Formel für den Raumladungsgrenzstrom im ab- 


3. Diese Langmuir-Schottkysche Formel folgt aus 
dem in der vorliegenden Arbeit für Reibung abgeleiteten Er- 
gebnis, wenn man den Reibungskoeffizienten gleich Null setzt. 
Ebenso erhält man für sehr großen Reibungskoeffizienten 
eine der Feldstärke proportionale Geschwindigkeit der Elek- 
trizitätsträger, sowie die auf dieser Grundlage von v. Schweid- 
ler, Richardson und J. J. Thomson bereehnete Formel 
für hohe Gasdrucke von der Größenordnung einer Atmosphäre... 


E 
# 
| 
| 
| 


= Die Bewegungsgesetze der Elektrizitätsträger. 475 


4. Für den Reibungskoeffizienten ergibt sich im letzteren 
Valle, daß er gleich der Ladung des Elektrizitätsträgers, di- 
vidiert durch dessen Geschwindigkeit im Felde von 1 Volt 
pro Zentimeter ist. Im übrigen ist keinerlei Annahme über 
die Beziehung des Reibungskoeffizienten zur Beschaffenheit 
des Gases und zum Gasdruck gemacht, vielmehr soll es dem 
Experiment vorbehalten bleiben, durch Ermittlung dieser 
3eziehungen zur Beantwortung der Frage nach dem Walten 
der Kräfte beizutragen, die beim Zusammenstoß des Elektrons 
mit dem Gasatom oder bei seiner Ablenkung durch dieses 
aus seiner Bahn wirksam sind. 


Göttingen, Physikalisches Institut der Universität, 
April 1920. 


5 
u 


4. Untersuchungen über die spezifische Wärme 
bei tiefen Temperaturen; 
> von Paul Günther, 


(Aus dem Physik.-chem. Institut der Universität Berlin.) 


Mit der von W. Nernst und F. Schwers!) angegebenen 
und in wenigen Einzelheiten modifizierten Apparatur zur 
Messung wahrer spezifischer Wärmen bei tiefen Temperaturen, 
die schon früher an dieser Stelle?) ausführlich beschrieben 
worden ist, wurden weitere Versuche angestellt. 

Eine erhebliche Verbesserung der Gebrauchssicherheit 
der ganzen Apparatur konnte dadurch erreicht werden, dab 
an Stelle der durch die starken Erschütterungen ihres schnell 
laufenden Motors sehr viel Bruchschaden verursachenden 
Leyboldschen Molekularpumpe eine Quecksilberpumpe der 
inzwischen von M. Vollmer) angegebenen Konstruktion gesetzt 
wurde. Diese Pumpe, die auf der saugenden Wirkung eines 
(uecksilberdampfstrahles beruht, pumpt zwar nicht mit der- 
selben hohen Geschwindigkeit wie die Molekularpumpe, doch 
lag hierin für den vorliegenden Zweck kein Nachteil, da die 
Vollmerpumpe direkt an den Rezipienten angesetzt werden 
konnte, während bei der Molekularpumpe zum Abfangen 
der heftigsten Erschütterungen die Zwischenschaltung eincı 
dreifach gewundenen elastischen Glasspirale notwendig ze: 
wesen war, die infolge ihrer geringen Weite die Geschwindigkeit 
des Auspumpens verlangsamte. Ebensowenig wie bei der 
Molekularpumpe reichte das mit der Vollmerpumpe und de 
zugehörigen Kondensationspumpe zu erzielende Vakuum zur 
Messung aus, auch nieht, wenn sie während der ganzen 
Versuchsdauer geheizt würden und an einem Vorvakuum 

1) W. Nernst u. F. Schwers, Sitzungsber. d. preuß. Akademie 
S. 355. 1914; vgl. ferner ebenda 8. 262. 1910; S. 306. 1911. 

2) P. Günther, Ann. d. Phys. 51. S. 828. 1916. 
3) M. Vollmer, Ber. d. D. Chem. Ges. 52. N. S04. 1919. 
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von 8 mm lagen. Erst wenn nach dem Abstellen der Pumpen 
die mit flüssiger Luft gekühlte, ausgeglühte Kokosnußkohle 
mit dem Rezipienten verbunden wurde, konnte mit den Beob- 
achtungen begonnen werden. 


Ferner wurden als Zuleitungsdrähte zu dem eigentlichen 
Kalorimetersystem für das Bleithermometer und das Thermo- 
element dünnere Kupferdrähte (0,05—0,2 mm) eingeführt, 
während die den Heizstrvom führenden Drähte noch unver- 
ändert gelassen wurden. Es wurde sorgfältig darauf geachtet, 
daß nicht nur, wie schon bei den früheren Versuchen, keine 
Berührung des äußeren Kupfermantels mit der Wand des von 
der Kühlflüssigkeit umspülten Glasgefäßes stattfand, sondern 
daß auch kein einziger Zuleitungsdraht die Glaswand be- 
rührte. Zu dem Zwecke wurden die Drähte fest mit gewachstem 
Zwirn an den äußeren Kupferzylinder angebunden und ober- 
halb des Kalorimetersystems sorgfältig zu Spiralen gewickelt, 
die gleichzeitig auf den Wärmezufluß stauend wirkten. Durch 
diese Vorsichtsmaßregeln wurde erreicht, daß der Gang der 
den Temperaturunterschied zwischen dem inneren Kalori- 
metergefäß und dem äußeren Kupfermantel messenden Thermo- 
kraft erheblich verkleinert wurde (1—8 Skalenteile pro Minute 
für das leere Kalorimeter bei flüssiger Luft gegen 8—5 Skalen- 
teile bei den früheren Versuchen), und daß der Gang bei allen 
Messungen infolge des Wärmezuflusses zu dem inneren Kalori- 
meter durch die verhältnismäßig dieken Heizdrähte im Sinne 
einer Erwärmung des Kalorimetergefüßes gegen den äußeren 
Kupfermantel gerichtet war, auch dann, wenn nach mehreren 
Heizungen das innere Gefäß schon um mehrere Grade wärmer 
war als der äußere Mantel. Da unzureichendes Vakuum im 
Sinne eines Temperaturausgleiches zwischen dem inneren 
Gefäß und dem äußeren Mantel wirkt, so ist das Auftreten 
eines vom Nullpunkt der Thermokraft fortführenden auf- 
steigenden Ganges ein sicheres Kriterium für das Vorhanden- 
sein eines genügend hohen Vakuums, was, wie schon früher 
beobachtet wurde, durch das Fehlen jeder elektrischen Ent- 
ladung in dem mit dem Rezipienten kommunizierenden Geißler- 


rohre noch nicht verbürgt wird. : 
Mit dieser Apparatur — alles nicht Erwähnte ist un- 7 
verändert geblieben — wurden folgende Messungen aus- 
geführt. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 63. 7 u 32 u. 
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| s ‘Ergebnisse der Messungen. 
~~ Da die Wasserstoffverflüssigungsanlage des hiesigen In- 
stitutes nach dem Kriege noch nicht wieder in Gang gekommen 
war, konnte vorläufig nur mit flüssiger Luft gearbeitet werden. 
Zunächst wurde die Wärmekapazität des leeren Kalorimeters 
bei den Temperaturen der flüssigen Luft neu bestimmt; die 
Ergebnisse standen in völliger Übereinstimmung (bis auf 
1,1 Proz.) mit den ursprünglich von Nernst und Schwers! 
gemessenen Werten. 


- Natrium. 0,3045 Mol. PL 


Reines Natrium (Kahlbaum) wurde unter Petroleum 
blank geschält, danach mit Äther, der lange über Na-Metall 


gestanden hatte, abgespült und durch Überblasen eines leb- 
haften Wasserstoffstromes getrocknet, wobei die Stücke blank 
blieben. 

T E | wo | wo | AW 
87,0 25782 | 2202 | 1,604. | 5,26 
ont 3,8630 - 2,215 1,614 5,30 
| 3,8715 | 2,217 1,609 5,29 
91,5 4,2934 2,263 1,646 5,40 
92,2 4,3256 4 2,288 1,668 5,48 
‚105,2 4,2927 | 2,353 | . 1,698 5,58 
_, 107,2 4,3170 2,372 1,713 5,63 
oo. 121,9 | 4,3941 | 2,411 1,725 | 5,67 
124,0 . 43041 |. 2,413 1,726 5,67 


Antimon. 0,4898 Mol. 
:  Gepulverte Kristalle. 


te 
; 
T | E | wc | W C, | AW 
| 80,4 4,3586 | 2,849° | 2,283 | 5.00 
well §8114 | - | 2,904 5,06 
58114 2,797 | 2,223 | 5,04 
85,6 5,8114 2,808 2,297 5,22 
i. 962 58114 2808 | 2,993 5,22 
92,0 5,8114 2.965: 2.346 8,83 
6,1021 | 2,977 , 2,363 5,85 
6.1165 3,043 °°, 2405 | 5,47 
W. Nernst u. F. Schwers, a. a. 0. 


"Die spezifische Wärme bei tiefen Temperaturen: 


Lithiumhydrid.: 0,69914 Mol. 


Von Hrn. Mörs dargestellt ; anscheinend nicht vollkommen 
rein. 

T | E | wee Wo, MW 
74,0 1,110 | 0,991 6471 | 0,674 
75,2 1389 4043 | 0513 | 0,734 
76,6 1,488 1,061 0524 | 0,749 
77,6 1,555 7.052 :0,505 0,722 
83,2 2,934 4,227 | 0,647 0,925 
85,9 3,110 1,304 | 6,711 | 107 
88,4 3,127 1,370 0,166 1,095 
90,5 3,168 1,464 0,851 | 1,217 

292,7 5,948 6,088 5,718 | 8,177 


Nach der von Debye!) entwickelten Forme} fiir den 
Abfall der spezifischen Warmen lassen sich die erhaltenen 
Ergebnisse folgendermaßen ausdrücken. 


Natrium fr =123.. 


T | A Wreodachtet | A Wrerechnet 
| 80,4 5,19 5,14 
81,6 5,06 5,16 


83,7 5,04 5,20 
85,6 | 5,22 5,22 
86,2 5,22 5,24 
92.0 | 5,33 5,33 
93,3 | 5,35 5,34 
96,0-| 5,36 5,36 
98,1 | 547 | 5,39 


W. Debye, Ann. di Phys. 89,:8: 789. 1912. 


T AW beobachtet | A Wperechnet 
87,0 "5,26 5,36 
87,9 5,30; 5,39 
89,7 5,29 5,41 
91,5 5,40 5,43 
92,2 5,48 5,45 

105,2 5,58 5,55 
107,2 5,63 5,57 
121,9 5,67 5,67 
124,0 5,67 5,70 


- 


480 P. Günther. Die spezifische Wärme bei tiefen Temperaturen. 


Lithiumhydrid Br = 83. 


T | 4M IE EM 
74,0 | 0,34 

75,2 | ‘ 0,35 
76,6 0,36 
77,6 0,38 
83,2 0,46 
85,9 0,52 
88,4 0,56 
90,5 0,61 
93,0 0,66 
95,7 0,71 


~ 


= 


292,7 | 4,12 


Die Berechnung der 6 r-Werte aus den Schmelzpunkten 
nach der Formel. von Lindemann!) ergibt für Natrium 190, 
für Antimon 142 und für Lithiumhydrid 909 (Schmelzpunkt 
6800). 

Die Messungen werden von Hrn. stud. phil. Simon weiter 
fortgesetzt. 

Hrn. Prof. Dr. Nernst sage ich für seine Anregung zur 
Ausführung dieser Messungen und seine liebenswürdige Unter- 
stützung meinen aufrichtigen Dank. 


1) W. Lindemann, Phys. Zeitschr. 11. S. 609. 1910. 


(Eingegangen 27. April 1920.) — 
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